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Entregar por parejas el problema 1.5.1 (escrito a mano)

ﬁ Leer parrafos 1.3y 1.5 de las notas de clase



MOVIMIENTO de un cuerpo = TRANSLACION |+ ROTACION + DEFORMACION

§1.7 Cinematica de la particula é/

Una particula (o “punto material”) es un objeto de dimensiones despreciables respecto a las
dimensiones de su trayectoria (distancias y radio de curvatura), y que no gira sobre si misma.

El vector posmon de una particula (o “punto material”) es el vector: k
F=(x,y,2)=xi +y]+zk , de modulo rz‘r‘: I3t +y2+ 72
En el espacio, la particula tiene tres grados de libertad, ya que se

necesitan 3 numeros para especificar su posicion (en el plano, sélo 2) :

La trayectoria temporal de la particula es la curva
r(t)= (x(t), y(1), z(t)) descrita por la particula. El desplazamiento entre dos

puntos de la trayectoria es el vector A¥ =7 —71, = (X, =X, ¥, = ¥, 2, — Z;)
Si los dos puntos estdn infinitamente préoximos: dr = (dx,dy, dz)

AF  dF - (dx dy dzj

El vector velocidad instantanea v(z) de laparticula |, _ .~ Ar _dr . _(dx dy dz
es la derivada vectorial de la posicion: MU Ar dt " dt’ dt
V(1) El vector velocidad es tangente a la trayectoria en cada punto

(se ve graficamente tomando el limite)

La aceleracion de la particula es:

dﬁ_d_zf_:_ d’x d’y d’z
dr*’ dr* dr’

Estas definiciones se pueden invertir para sacar (por ejemplo) la posicion de la velocidad:
r(t)= Jﬁ(t)dt +C = (f v (dt+C_, Ivy (NHdi+C,, J v, (t)dt+C,

P-1.7.3 + lo mismo con a(t) =(0,0,—g) y v(r=0)=(2,0,1) 4™ p-1.3.1 (sin punto (d)), P-1.7.2

{ V(1) =v()v(t) = vD

El vector velocidad v (r) es siempre tangente a la trayectoria — o
v = vector tangente unitario

dv _d(v) .av

La aceleraciones a(t)=—=——=v—+v— .Yaque ==
dt~ dt a dr LV
~ A N A2
(esto sigue de d(V-V) _ . dV _ d(#") _p) llamando 7 el vector \
dt dt dt
d Sdulo 1 I a(t) = @+ P +
e médulo 1 ortogonala v = d vdt thn a, aN R () ayn
— d tiene una componente variacion del varlaC|on de

tangente a la trayectoria y otra normal  mgdulode  direccion de v

V(1)
Aceleraciéon normal y radio de curvatura: dv
Para un desplazamiento dr infinitésimo, la curva se confunde (1) /g d9\

con el segmento rectilineo y con el arco de circulo tangente: \ dr v(t +dt)
|dF| = dl = Reyp,d donde R, es el “radio de curvatura” \ 48 ;R
s [ d A \‘ ,‘
Se ve graficamente que =1 = g9 = | . Dado que [f|=1, o
- V| CURV N
dv de 1 |dr v Por o tanto |4 2 R dav 1)
== —= . Porlotanto |a, =n— =v/|—
dt dt  Reygy ldt] Reygy N RC Y Reury dt
Resumen férmulas: [ $() =" = a=a;+a,
v 7 ;
(todas se calculan 5 N V] Y _ .dv R dv
. - A v /|dv =wl— =A— Y Sedd =/ ==
a partir de v(?)) n(t) = AR LA P i R, & dt ‘ dt

Casos importantes: movimiento rectilineo uniforme, uniformemente acelerado o periddico,
movimiento circular uniforme P-1.7.4 (sdlo circular uniforme), P-1.7.5




Tema 2: Mecanica de una particula | 35 |eyes de este tema son vélidas para particulas. Mas

adelante (§3.2) veremos que también valen para describir el movimiento de translacidn de un
cuerpo rigido sometido a fuerzas exteriores. En concreto, la aceleracion del centro de masas del
cuerpo es dada por la 22 Ley de Newton (tomando sdlo las fuerzas exteriores).

§2.1y 2.2 Leyes de Newton, fuerza, masa, momento lineal
12 Ley de Newton: un cuerpo sobre que no actla ninguna “causa” (fuerza), se mueve con

velocidad constante (movimiento rectilineo uniforme) ( ESTATICA > F =()).

22 Ley de Newton: la fuerza que actua sobre una particula es proporcional a la
aceleracion de la misma; la constante de proporcionalidad es la masa de = -
la particula, o sea la cantidad de materia (< —2>relacionada con su peso). F=ma= P

El vector 13 = my se llama momento lineal o cantidad de movimiento
La 22 Ley implica la 12. Ambas son validas sélo en sistemas de referencia inerciales

(es decir, fijos o en movimiento rectilineo uniforme) F1 R
Como las aceleraciones, que son vectores, F
las fuerzas también se suman como vectores: ‘<'
. m =
La unidad de fuerza en el Sl es el newton (N): IN=1kg— F2
S

_

Define la fuerza: la fuerza es la causa de la aceleracion de la particula; puede ser
- funcion de la posicidén y de la velocidad (y del tiempo), pero no de la aceleracién.
F =ma < Dpefine la masa: si sobre la misma particula actuan fuerzas diferentes F, F,..., que
causan acceleraciones le,ﬁz..., el cociente de los mddulos es constante, igual a la
_masa (inercial) de la particula: " _ K _F _

a 4,
- - )
Se define el impulso I suministrado por una fuerza I’ en el intervalo f,F>t, COMO  J _ .[th

4

De la 22 Ley de Newton sigue inmediatamente el:| Teorema del momento lineal: f:&)

P-2.2.2,
§2.5 Aplicacion directa de la 22 Ley de Newton P-2.1.2,P-2.13,P-2.2.1,P-2.5.5 P-2.2.3,P-4.1.1

La 2a ley de Newton nos dice como se mueve la particula: es una ecuacion diferencial que en
algunos casos puede ser integrada (dos veces) para encontrar la trayectoria temporal 7 (7).

En cada integracion se introduce una constante (vectorial): C,y C,. Si conocemos posicién y
velocidad en un instante 7, inicial r,=r(t,) Vv, =V(t,) tendremos: 7 = f(C,.C,.t,)

o of 4 oA
iy = (.Gt

=2l
ot
Si conocemos la funcién f, C,,C, se calculan a partir de 7y» Vo, para encontrar: 7 (1) = r(1,V,,1)
Ej.: fuerza que sélo depende del tiempo [ — F(;) 27 |
r — _ —
> Integracion directa > M~ 5= F (1) =7 (1) :ZI J- (D) dt \dt
. - _F
Caso particular: fuerza constante. En este caso la 2a Ley de Newtones: ma=F =>a=—=ct
m

Integrando 2 veces: F()=C +C, t+l£t2

Con las condiciones iniciales 7(t,) =7, 7(t,) =V,, se ha pues:
- - = 1F , - F
r(ty)=r,=C+C, t,+——1, C,=v,——1,

2m N m

La ecuacidn de la trayectoria es pues:

X . = F L 1 F - . 1 F
r(ty) =v, = C, +—1, C =1, =V, +__t02 F() =1, +v, (t_l‘o)"'_—(l‘—fo)2
m 2m 2m




Casos particulares de fuerzas constantes: peso y friccion dinamica

Lz N
Fuerzapeso: ma=F=mg =>a=—=g=ct
m

Si tomamos un sistema de referencia con el eje Y paralelo a la fuerzay
tal que la velocidad inicial esté en el plano (x, y), la trayectoria

— —_ - 1 F 2 ,
rt)=r+v, (f—l‘o)+5—(l‘—t0) es una parabola en tal plano.
m

—

Rozamiento dinamico: =u,N , FRD — U, NV

Si N=const, RD‘ = const. Si ademds v = const, FRD = const
La ley horaria (deceleracion uniforme) vale sdlo hasta que la particula

se para, es decir hasta que v = 0, porque entonces la friccion desaparece

!

1) Calcular a que angulo respecto del suelo hay que lanzar un objeto para que llegue lo mas lejos posible, y calcular la velocidad del objeto
justo antes que toque el suelo; 2) Hallar la dinamica de una masa sujeta a friccion dinamica (ﬂD =(.1) que sale del origen con v, =3ms"

Otro caso de fuerza integrable: fuerza de un muelle (movimiento armdnico) F.o>0
Fuerza de un muelle (o de Hooke): FH = _k(l _lN) x<0

Definiendo un nuevo sistema de referencia en que x =/—1,, se ha:

S .k . i
F=ml =mx=—kx , o sea: ¥=——x,cuya solucion general es: x=0
x(t) = Asin(@(t—1,)+ @,)| . con: Fy =0

a):\/E = \T=2n/w Sin(ﬂo=M A=1/x(t0)2+v(t°2)2=\/ﬁ L x>0
m ’ A ’ (0] k

Practica 1 de laboratorio ﬁ P-2.5.3 H ' m

Otras estrategias para determinar el movimiento: momento angular y energia
a

§2.3 Momento de una fuerza y momento angular —

s M )
de una fuerza [ respecto :
aunpunto P como: = =

M p) =1ip) X F
7(;)) =r—T1, es el vector posicion medido desde el punto de

aplicacion P de la fuerza.
Se define el momento angular L(P)de una particula respectoa P

—

como: L(P) =Tp X p

Se define el momento M(P)

P

A partir de la Ley de Newton F = dpd , multiplicamos ambos J},
términos a la izquierda por 7, X P

Si P es un punto fijo del sistema de referencia (inercial), r =y

—

. _dp = Ot
Entonces i}p)XE=E(”(F>XP) ,yaque vXp=vxmv =0 . De esto se obtiene que:

dl. Si en particular el momento de la fuerza que actua sobre la P-2.3.1
— B - (p) | Particula es cero, entonces el momento angular se mantiene ﬁ 0234
dt constante (cuidado: respecto al mismo punto P!!) ~
x B
i] k B
Producto -+ =
[ AxB=|A, A A|=(AB.-AB,AB-AB.AB-AB)
B, B, B A

I AxB=BAsinfn



Definiendo el impulso angular Y, suministrado por el momento M , de una fuerza en el
intervalo 7, —1, como:

)
Y, =IM(P)dt , tenemos el | Teorema del momento angular: Y, =A/,

h
El momento angular se mantiene constante en particular en tres casos importantes:
1) Si F =0 (movimiento rectilineo uniforme), L, = const VP
2) En un movimiento circular uniforme, L(O) =const, siendo O el centro del circulo
3) En caso de fuerza central dirigida hacia un punto C, L(C) = const

Fuerzas centrales
Una fuerza central es una fuerza cuya recta de accidon siempre pasa ;17"
por un mismo punto C. Ejemplos: la fuerza gravitatoria del Sol sobre .~ SC /
un planeta; la fuerza electrostdtica de una carga fija sobre otra Co -
particula cargada; la tension de una cuerda fijada en un extremo. P

2 e ©
_ 1'% A
F., =—G = F P-2.3.4
r
En el caso de fuerza central, el momento de la fuerza respecto al punto C R
Es siempre cero, y por tanto ;1 dL.
(C) _ 27 (€)

= - = O C
dt © dt

N,

Se puede demonstrar que toda fuerza central cumple la:
22 Ley de Kepler (como consecuencia de la conservacién de L(C) )
- Ver e2.3.2 P-2.3.3 ﬁp-z.&s

Leyes de Kepler (se demuestran a partir de la 22 Ley de Newton con F,, =—G msz 7)

Primera Ley - b — ®
Los planetas describen orbitas elipticas alrededor del sol, ( ™ ?
con el sol ocupando uno de los focos de la elipse 8 > 4 a o

Segunda Ley
La velocidad de un planeta varia en el tiempo, de forma que el vector que une el sol al planeta
cubre areas iguales en tiempos iguales. Esta ley es una consecuencia directa de L(C) = const

-
ﬁe-z.s.z A

Tercera Ley T

¢
El cuadrado del periodo de #
revolucion de un planeta es
directamente proporcional a
la longitud del semieje mayor

al cubo: T2 o 4°

Otra “aplicaciéon” en la que tan
solo se conserva la direccion de

L(C) : péndulo de Foucault 2>




§2.4 Trabajo, potencia, energia potencial, energia cinetica

—

El trabajo W, de una fuerza F, alo largo de una curva I de un

1

punto 7, aotro r, eselintegral:

W=Tﬁ-df

I':7

Sila curva I" es |a trayectoria de una particula, dr =vdt, y el trabajo W, puede escribirse como:

J‘Sg dt ,siendo ), = F -V la potencia (instantanea) desarrollada por la fuerza F

4 P-2.4.2
La unidad de trabajo en el Sl és el julio: J =N m ; la unidad de potencia es el vatio (W): 1W :11
¢como se calcula el trabajo? la trayectoria es una curva 1D y se puede describir a través de un S
Unico pardmetro real A (p. ej., un dngulo, o el tiempo t). La relacién 7(A) se llama ecuacién
paramétrica de la curva I descrita por la trayectoria. Si se conoce una expresion paramétrica de
T, el integral que define el trabajo puede escribirse en funcion del parametro A

Si la expresion parametrlca delacurvaesp. ej. 7 (1) = (x(A), y(A),z(1)), P =7r(4), P,=r(4),
entonces: 4 .
m:jp;-df:jF ar g - j( Ly Fﬁjdx F

4 % dA Y dA dA

Iy
P-2.4.15in () T ,¢ Y
¢ Para qué sirve el trabajo? Si consideramos el trabajo de la fuerza total A I F(A)
F = FTOT —F +F +...=ma tenemos: dW,,, =F,, -dr —F dr+F dr +...=dW,+dW, +...

Por otro lado F,,, -di =ma- a’r_mﬂ vdt_i(lmvzjdt:d(lmvzj. Integrando:
dt dr\2 2 P-2.1.1

1 1 e e .
w =A(§mvzj:AEc . La cantidad E, =§mv2 se llama energia cinética. Asi pues: W, +W, +...= AE,

oU oU dU
ox  dy 0z

La funcion U se llama energia potencial U associada a la fuerza. El trabajo de la fuerza vale:

Una fuerza F(?) se dice conservativasi 3 U(7) tal que: F =-VU = —(

W =[F-dF = [(Fdx+F,dy+F.dz)=-[ ade+aUdy+aUdz =—[au dF e
! : ox dy 0z
- | : 4 F(A)
Entonces, para ' conservativa: W, = —I dU = —[U(2) —U(l)] =—-AU F
1 1
Trabajo de una fuerza conservativa = variacion de energia potencial W = —AU

- - B —
F(rF) esconservativa < ¢F-dr =0 o IA F -dr esindependiente de la trayectoria

curva cerrada

La funcidon U se calcula como: U = _Iﬁ.d?+ct = _j(dex+ Fydy+ FZdZ)+Ct

- En 1D : cada fuerza es conservativa ya que siempre se puede definir {/ (x) = —_[F(x)dx+ct

P-2.4.5, Q-2.4.4 + discutir puntos de equilibrio estable e inestable

“En2D:dU=—Fdi=—Fdi—Fdy o F. =Y =Y
ox ! dy

Se demuestra que una funcién diferenciable de dos variables tiene la propiedad que:
0°U _9°U oF, _OF,

Esto implica que una fuerza en 2D es conservativa < —x 5 3 P-2.4.3
X
0xdy ayax y .
P-2.4.4,P-2.4.7
_En 3D :Si F es radial y sOlo depende de ‘ ‘ =r no de otras combinaciones de x, y, z, 0 sea

Si F(r) F(r)7 , entonces es conservativay [/ (r)= ( jF(r)r dr)+ct——IF(r)dr+ct



1) Una fuerza constante (en modulo y direccidon) es conservativa: Casos importantes
dU = —F-d7 (§2.5y §3.7)
—

U=—FF+ct . Ejemplo: Fg =m§9U=mgy+Ct

ﬁzcte

L k. k = mm, .
2) F=——r =>U(r)=—— . Ejemplos: Ley de gravitacién universal F;, =-G—5>7
’ ! 1l g9, P d

y Ley de Coulomb F, =- 1
dre, r

3) Fyy =—kx = U(x)=—j (—kx)dxz%kxz+ct

—

2 2
n P SaAl |
4) Frps =—HpND =W, , = J CHp N dr = _ﬂDN! di=—tpNl s € 0 onst

En muchas situaciones hay fuerzas ortogonales al movimiento (o sea, a la velocidad); muy a
menudo éste es el caso de las llamadas “reacciones”, como la fuerza normal debida a una
superficie o la tensidon de una cuerda en un movimiento circular. Indicandolas con la letra R, se
ha: F =F,,, =mid =R +F,+.... Multiplicamos escalarmente por d7 : md-dr =R, -dr +F, -dr +...
Al ser E 1Ly= d?/dt , la fuerza de reaccion es ortogonal a dr , o sea El .dr =0 . Esto nos deja

con el: principio de d’Alembert (1‘:2 +...+ F‘” —mZz)- dr =0
Integrando la ec. de d’Alembert, Iﬁ-dF =JI7] -d?+j17“2 'dF+...+J‘I3n -dr | se obtiene la ecuacién
fundamental de la energia: _ _

& AEC - _AU +WF NO cons — WFNOcons - A(Evc +U)

Fcons
P-3.7.3, P-2.5.7,( P-3.10.4 con ac) f TP251,pP256 Q-2.1.1,P-3.7.4,P-3.10.1, P-3.10.9, 0-3.10.1, Q-3.10.2
Si no hay fuerzas disipativas, entonces £, +U = E =ct, o sea también: dE

0

En algunos casos (por ejemplo si el sistema tiene un solo grado de libertad),
esta ecuacion es suficiente para hallar la trayectoria temporal del sistema.

dr

P-3.10.3

Tema 3: Sistemas de N particulas (i=1, 2, ... N)

32 Ley de Newton o Ley de accidn y reaccion: si un cuerpo actuia sobre un segundo con una
fuerza , entonces éste ultimo genera una fuerza igual y opuesta — F sobre el primero
Ejemplo: fuerzas de contacto P-3.10.2

Muchas veces estas fuerzas cumplen también otra condicidn, que es que su direccién es
paralela al vector que une las posiciones de las particulas: [71_)2 // ,71%2 (: ,72 - ,71)

Las fuerzas de gravitacidon universal y Coulomb cumplen la 32 Ley de Newton en esta forma
“fuerte” (P-3.7.1)

— (ext)
l Fuerzas externas E : son causadas por agentes

— (ext)
F, exteriores, que no pertenecen al sistema considerado

__—*m;  Fuerzas internas: son las fuerzas de las particulas del sistema entre ellas
m, =
L= rint rint
) ij a . - —
F, por la 32 Ley de Newton: F;'—>j Fj_)l.

La 2a Ley de Newton para la particula i es: ﬁl = Ij"l.ex’ + Z F = m.a, = p,

j—i i

- - ~ . AR . . D
Sumando sobre i: F, = ZE :Z F* =F7 = Zﬁl =P ,osea: |F — f :cjl_i)
i i i

> SiF® =() ,entonces P = ¢t
- 1 B
Definiendo la coordenada del Centro de Masas (CM) como: Rey :ﬁzmir} ,con M = Zmi ,
entonces: p _ Zi p.=MV.,, y F*=p= MA’CM
Aplicacidon: fuegos artificiales P-3.11.1, P-3.2.8 Aq-g,z,s



Nota importante sobre el centro de masas. Para dos particulas: z _=z )
1

| - - 1 - = m
Rey =M(mlrl+m2r2)=ﬁ((M—m2)r1+m2rz)=rl+ﬁ2

Aqui se ha utilizado M =m, +m, =>m =M —m,

Por lo tanto, el centro de masas de un conjunto de dos
particulas esta a lo largo de la recta que las une, en un punto intermedio entre las dos

§3.4 El momento angular total de un sistema de particulas es: j
Lo =2 Lo =270

i

— —

donde f(Q) n—r,. P-3.4.1 +RCM Derivando respecto del tlempo

1

(Q) - f_.—}‘—_.\_ - - - A = -
ZVI(Q)XWLV +Z o) Xmya, —ZviXml.vi ZVQXmivl. +Zr,.(Q)><E. =M ,, vQXZml.v,.
1 1

1
Si las fuerzas internas cumplen la condicion Flﬁj /T, I; , entonces sumomento total es cero, y

M(Q = M(Q) Con esto, la ecuacion del momento angular queda: dL(Q)/dt Mfg) XMVCM

El 22 término es cero si: (1) Q es un punto fijo; o (2), Q coincide con el centro de masas. Asi pues:

M _ 9, con Qfijo 0 Q= CM|. Esto implica que si M}, =0, entonces L, =ct
dt Aplicaciones (Q=CM): futbol americano, armas de fuego,
Questions Parcial2010 AP.3,2,1,p.3.3.1,Q-3_4_1IQ.3.4.2,Q.3_4_3 giroscopio, estaciones, terremotos

§3.5 Consideremos el trabajo de una pareja de fuerzas internas:
dW,, = B, -dF, + F}", - dF, = F,", - (dF, - dF))

1-2
(se ha utilizado la 32 Ley de Newton) Si la fuerza sélo depende de la

coordenada relativa 7, =7, —r, y ademas es conservativa, entonces:

rel

dWIIZ F'1—>2( rel) drrcl VU( ) drrel dU

Esto significa que a cada pareja (i, j) se puede asociar una energia potencial U que sdlo
depende de la coordenada relativa. Si todas las fuerzas internas y externas son conservativas:

E=E.+U=ct ,conU=Y U™+ Y U sihay fuerzas externas no conservativas:
i parejas _
Wieanocons = AE +U)

O\
P-3.5.2, P-3.7.2 P-3.7.4,P-3.5.3,Q0-3.3.1, Q-3.5.1, 0-3.5.2, Q-3.5.3 ex




§3.6 Choques

Un choque es una colisidn entre dos cuerpos, o sea una interaccion de contacto de durada
limitada (usualmente se verifica que At = 0.01 + 0.001 sec). No consideramos la rotacidn.
Q-2.2.1 Tomemos como primer ejemplo el de una pelota de masa 80 g que rebota contra
una pared. Consideremos los instantes justo antes (A) y justo después (D) de la colisidn, y
olvidémonos de momento de las eventuales fuerzas exteriores. Si el modulo de la velocidad
antes y después del choque es de 30 m/s, el impulso generado por la fuerza debida a la

pared durante el choque es [ = Ap =m(V, —V,),en modulo 4.8N s

La fuerza media que se genera en el impacto es enorme m
para una pelota de 80 g, y vale, con At = 0.003 sec F .. =—=1000N
“PRINCIPIO del MARTILLO” A

Comparado con esto, la fuerza de gravedad (por ejemplo) sobre la pelota es despreciable.
Consideremos ahora el choque entre dos 0 mas masas. Se puede suponer que no haya
fuerzas exteriores, ya que estas son muy débiles para jugar un papel durante el choque.
Por lo tanto, la cantidad de movimiento total del sistema se conserva:

- ext ~ D — . .. ‘_;l(ini) %
F 0 = 5) ct P-3.6.8 (choque compl. inelastico) m, mel "
f— PD = PA \\ ,/'
Mientras que el momento lineal se conserva siempre en un choque entre ;jjé
particulas, la energia en general no. Llamamos elastico un choque en Vagiiy " @V 5y

que la energia cinética total, y por lo tanto la energia total, se conserva ¢

(sin desplazamientos, la energia potencial de F externas no cambia).

. - 1 1 1 1
Para 2 particulas, choque elastico < —mlvlzD +_m2"221) = _mlvle +_m2V22A P-3.6.3
2 s s s )

Si se conoce la geometria de la colisidon y no hay rozamiento:

en este caso podemos conocer la direccion de las fuerzas impulsivas
generadas en el impacto, que es ortogonal al plano de choque. Esto
implica que no hay ninguna fuerza paralela a este plano, y que
entonces las componentes paralelas de las velocidades se conservan.

1

Importante: Para una colisidén entre un cuerpo y una pared fija: vg =V,

Noétese que en este caso no se conserva el momento lineal total

lgualmente, para un choque entre dos cuerpos:
N .
Vip =Via =12

Ademds aqui tendremos: P =ct

Por lo tanto las Unicas incégnitas que quedan son las componentes de la velocidad ortogonales
al plano de choque. Se define el coeficiente de restitucion e como:
L 1
_ M) Vo)
€="1 L
Vicay ~Vaa)
Si conocemos el valor de e, el problema se resuelve poniendo a sistema las ecuaciones que
resultan de la conservacion del momento y de la definicién de e.
Se puede demonstrar que para un choque elastico, e =1

P-3.6.1,P-3.6.4 AP-3.6.6, P-3.6.9, P-3.6.10



