MOVIMIENTO de un cuerpo =| TRANSLACION + ROTACION |+ DEFORMACION

§3.11 Grados de libertad y cinematica del sélido rigido

El sélido rigido es un modelo de los objetos que permite describir su forma, tamano, y rotacion.
Un cuerpo rigido es un sélido indeformable: dos puntos cualquiera (i, j) del cuerpo se hallan
siempre a la misma distancia. Por ello, para especificar su posicion y orientacion sélo se necesita
conocer la posicidon de un punto del sélido mas tres angulos (en total, 6 grados de libertad).

Si un cuerpo gira alrededor de un eje fijo (también exterior al cuerpo), cada punto i del cuerpo
se mueve a lo largo de un circulo con velocidad v = a)R(’C), donde R(’C)es la distancia del punto
al eje de rotacion . En forma vectorial esto es i = a)><r( c) , siendo Ty el vector distancia,y @
el vector velocidad angular (instantanea), que es paralelo al eje de rotacién.

Sea ahora C un punto cualquiera del sélido La posicién 1. de otro punto i del sélido puede
escribirse: 7' =7 +7,ysuvelocidad V' =V +7 . EI 1r término de ambas ecuaciones
describe el movimiento del punto C respecto del sistema de referencia. El 22, el movimiento de
i respecto de C. Ya que la distancia entre i y C no puede variar, el 22 término F
tiene que ser un movimiento de rotacién: ﬁ(ic) =@ ><;7(ic)
Ademas, siendo el sdélido rigido la velocidad angular es

la misma para todo punto. Se ha pues: V . V L DXT (c) . >

—>la velocidad del punto i es la velocidad de translacion de un punto C mas una rotacion
respecto a C. Esto vale para C cualquiera, jincluso si C en realidad esta girando!

Solo se necesitan 6 coordenadas para describir la posicion de un solido rigido; para especificar
su movimiento sélo hay que conocer dos vectores Vv _.y @ (6 coordenadas en total)

La rotacion es una variacion de la orientacion del cuerpo respecto al sistema de referencia. Si la
orientacidon no cambia, entonces @ =0 (independientemente de que punto C se escoja)

—




§3.11 Ecuaciones generales de la dinamica de un sdlido rigido

Un objeto extenso es una coleccidn continua de particulas, cada una de masa infinitésima dm.
El centro de masas, la energia cinética y los momentos lineal y angular de un sélido rigido se
definen igual que para un sistema de mas particulas, remplazando sumatorias por integrales

con las sustituciones: s gm=pdy 7 -7

Asi: mzjdmszdv y RCM:ljde:ijdeF
m m

Ademas: EC — %JdiZ — %Jde\/z

PImVCMZIdm§=IdeV -~ con V=V +OXT,
Idmr XV—Jde Koy X

Movimiento de un cuerpo rigido = las mismas ecuaciones que para un sistema de particulas :

—

rext __ . rext __ e
F =P VM(Q)—L(Q) ,con Q =fijoo CM

La 12 ecuacion (momento lineal) describe la traslacion, la 22 (momento angular) la rotacion



§3.2 Centro de masas de un sélido 1) F = mZ{CM : dindmica de traslacion = movimiento del CM

Propiedades importantes 2) El momento lineal total tiene la forma simple ﬁ = mﬁCM

—

del centro de masas (CM)< 3) M(@gw) =L

4) El peso se aplica en el centro de masas (ver adelante)
Para cuerpos homogéneos y simétricos, CENTRO DE MASAS = CENTRO GEOMETRICO :
]
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CENTRO DE MASAS de algunos otros “objetos” homogéneos:

Arc de circumferéncia ‘Sector de cercle Triangle arbitrari

S=R* |

y &
.

ay (incluso si el CM tiene aceleracion # 0 !!)

Closca semiesférica Semiesfera { massis)
(sense la tapa inferior)




§3.2 Centro de masas de un sélido compuesto

Si un cuerpo rigido esta formado p()())r partes de forma simple C; i=1,..,N m,
de masa y centro de masas /7, 7, }, el centro de masas del cuerpo es:

R, _ 1 J.dm?:l Idm?+...+ J.dm? :;(mlrc(j} + .My Ty, )

Ciui,...uCy

—Zm ) ( m=) m, eslamasa total del sélido)
i=1

m, (~<2) —(1) )

~ 1 1
SN o 1) <2)) ( 1) (2)) —(1)
SiN=2: R, = (merM +m, 1z, (m—m,)rs) +m, i) )=r5) + =2\ — 7l

~ Ej.: objeto en
‘ forma de “L”

=(2) =)
Fem — Tem

5 Q-3.25 e puede calcular del CM de un cuerpo rigido con agujeros, tomando
l! las masas 7, de los agujeros con signo negativo. Para verlo, miremos la figura de

la izquierda. Se ha: 2 (rect lleno) _ = () _ —(trozo gris) > (agujero)
mtot CM Z m, rCM mtrozo gris F CM + magu]ero rCM
= (trozo gris) __ —>(rect lleno) —>(agu]er0) = (1)
— mtrozo gris rCM mtot rCM magu]ero CM Z m, rCM

P-3.2.2, P-3.2.5; P-3.3.2 AP—3.2.4, P-3.2.6,Q-3.2.2,0-3.2.3,Q-3.2.7, Q-3.2.8



§3.11y § 4.2 Dinamica de un sdlido rigido y sistemas de fuerzas equivalentes

Las ecuaciones del movimiento para un cuerpo rigido son las mismas que para un sistema de
particulas; en ellas no aparecen las fuerzas internas del sélido (“fuerzas de cohesion”):

F =dP[dt=mAq, ; M5 =dLg) [di,conQfiiooQ=cM| 3112+ oMo

Estas 2 ecuaciones vectoriales corresponden a 6 ecuaciones en las coordenadas cartesianas. Un
cuerpo rigido tiene 6 grados de libertad; asi pues, tenemos 6 ecuaciones para 6 incégnitas: las
ecuaciones de fuerzas y momentos son suficientes para resolver la dinamica. De esto sigue que
si dos conjuntos de fuerzas aplicadas sobre el mismo sdlido tienen igual resultante e igual
momento resultante (respecto al mismo punto), causaran los mismos efectos. Se dice entonces
gue los dos sistemas de fuerzas son equivalentes.

Ejemplo: centro de gravedad. Sélido de masa m en el campo de gravedad terrestre. Cada trocito
de masa dm del solido esta sujeto al peso dF =dm g , de modo que la fuerza peso total es

JdF =[am g =([am)g =mg

. G
El momento total de las fuerzas dF respecto de un punto Q vale:

dm

—_

M ) = _[ gy Xdmg = ( <Q>dm)><g MR, X § = Rig) xmg dF =dm g

Por tanto el sistema de fuerzas peso de cada trozo del sdlido es equivalente a una unica fuerza
mg aplicada al centro de masas, ya que en los dos casos los vectores F" y M " son los

(Q)
mMismMos:
CENTRO DE MASAS = CENTRO DE GRAVEDAD




§3.11 Fuerzas internas y energia de un soélido rigido

Y
\’d\ istancia
constante
N

F12

Las fuerzas internas (de cohesion) de un sélido no entran en las ecuaciones de la dindmica.
Ademas, al ser las distancias entre los puntos del sélido fija, la energia potencial asociada a las
fuerzas interiores no varia nunca.

Asi, a la hora de considerar 1) la energia, 2) el momento lineal, y 3) el momento angular de un
solido rigido, podemos olvidarnos de las fuerzas internas (a partir de ahora indicaremos las
fuerzas exteriores simplemente con F ).

Para los sélidos rigidos, solo cuentan las fuerzas externas.

La energia potencial de la fuerza peso vale: [J = jdmgz = gjdmz = gMzZ
= U =mgh,,

—> también desde el punto de vista energético la fuerza peso puede considerarse aplicada en el
CM, de forma que la energia potencial sdlo depende de la altura del centro de masas (CM) .

(NOTA: esto vale también para la fuerza de gravitacion universal y la correspondiente energia
potencial, p. ej. entre planetas)



§3.11 Movimiento de traslacion pura |, rotacién es una variacién de la orientacién del
cuerpo respecto al sistema de referencia. Si la orientacién no cambia, entonces g =)

—

movimiento de pura traslacion: @ =0 = v, =v,. =V Vi

= Loy = jdmr(CM) XV, =IdeCM) XV =( dmr

- __  CM -
(Q))Xv —mR(CM)Xv =0

rext  _ g7 _ €l momento angular y el momento de las fuerzas de un soélido
que no gira son ambos cero respecto del centro de masas

Asi, para un sélido que no gira: F’eﬂ — m;& rext  _ 0 dinamica de
— CM (M) pura traslacion

La energia cinética de un sélido sin rotacién, ya que todo punto tiene la misma velocidad v, =v.

(esto no es cierto si el solido girall), vale: 1 S
E. zajdmvc =§mvc

—> Siun cuerpo no gira, se pueden aplicar las ecuaciones que valen para una particula,
tomando como posicion de la particula la coordenada del centro de masas del sdlido; en
particular valen la ecuacién fpev — mACM y la ecuacion del trabajo y la energia con

|
Ec zzmvéM v U =mghg,

, . agext
Ademds vale: (M) = 0

P-3.10.12, P-3.4.3(a) + calcular punto de aplicacion de N T Pr.4 final junio 11



§3.10 Energia de sdlidos rigidos en presencia de reacciones ideales

Se llama enlace o ligadura cualquier limitacidon al movimiento de un cuerpo (ej.: articulacion,
pared, plano, cuerdas, carriles...), y “reaccion” la fuerza correspondiente (normal, tension, ...).
(una pared impide el movimiento a través de ella; una cuerda o una articulacion imponen una
trayectoria circular, etc.). Se dice que el enlace es ideal si la reaccién asociada no hace trabajo.
Si un cuerpo esta sujeto sdélo a fuerzas
conservativas y ligaduras ideales, su ~ E = const
energia mecanica se conserva: 2a N 45°
Ejemplo: é Amax=? I¢
2a -

l

Conjunto de reacciones ideales

Como en el caso de mas particulas, en un problema con mas T T‘ ‘T‘
cuerpos rigidos se dice que las reacciones forman un conjunto 1 —

de reacciones ideales si su trabajo total es cero. Ejemplo: dos

sélidos atados a la misma cuerda: las dos tensionesT yf' TT'

forman un conjunto de reacciones ideales.
Si sobre un sistema de mas cuerpos actiia un conjunto de reacciones
ideales la energia mecanica total se conserva:

E ,=E +E, =const

(no se conserva la energia de Otro ejemplo: B o @ fid o
cada sélido por separado) , Hig T Y ety
P-3.8.1
O\

P-3.10.5 P-3.8.2 +P-3.10.6




§4.1 Estatica del sdlido rigido

Si un cuerpo rigido no se mueve o tiene velocidad de translacién uniforme, P = L =ct (con Q
cualquiera). Entonces dP/dt 0Oy dL(Q)/dt = (. De las ecuaciones del sélido rlgldo sigue pues:

F =0 ; M(eg) =(0 | Condiciones para la estatica (equilibrio) P-4.1.3, P-4.4.7

—> Corolarios importantes de las ecuaciones de la estatica:

1) si a un cuerpo se aplican sélo 2 fuerzas, estas tienen que ser iguales y opuestas y
tener la misma recta de accidn

2) Siaun cuerpo se aplican sélo 3 fuerzas, ademas de tener resultante igual a cero,
las rectas de accién tendran que ser o todas paralelas o converger al mismo punto

Ej. del corolario 1: equilibrio en apoyo. El peso se aplica en el CM; si aplicamos una fuerza igual a
—mg cuya recta de accién pase por el CM (y no hay mas fuerzas) el sélido queda en equilibrio.

Sélido apoyado en un plano

horizontal: si la proyeccién del mg
centro de masas cae fuera de l
la base del cuerpo, éste cae: T - ~
N [ N2

oo el Q-4.4.8, P-4.2.1 + equilibrio
Sobre un plano inclinado, para que haya 1/»7}7 barra articulada en un lado
equilibrio tiene que haber también una e RE abovada en una bared
fuerza de friccion estatica (corolario 2): ’ \ N Ly B

Q-3.2.1

NOTA: Un sistema de fuerzas sobre un solido con resultante cero se llama un par



Una pelota de masa m esta atada, en puntos diametralmente opuestos, a dos hilos idénticos. Si
el cabo suelto de uno de los dos hilos se fija al techo y se tira del otro hacia abajo, écudl se
rompe primero?

Un sistema de fuerzas sobre un sélido con resultante cero se llama par (de fuerzas).

Para el equilibrio, las fuerzas aplicadas tienen que ser un par, pero esto no es suficiente: el
momento resultante tiene también que anularse. El momento de un par (de fuerzas) es
independiente del punto respecto al que se calcula; asi es suficiente que se anule respecto de
un punto cualcquiera

Estatica de mas sdlidos rigidos

Si hay mas sdlidos i = 1, 2,..., para cada uno de ellos se aplicaran sendas ecuaciones de la estatica

F =0y Mim — (). Para cada sdlido se consideran solo fuerzas que actuen sobre el, incluidas
l

las fuerzas debidas a los demas cuerpos. Estas fuerzas (internas) cumplen la 32 Ley de Newton:

ﬁ' :_ﬁ'—n'

i—j Jj

\

i actuan sobre soélidos distintos!
1 diagrama del sélido libre para cada cuerpo :




§4.3 Fluidoestatica y fuerzas generadas por un fluido sobre un sélido

Un liguido o fluido esta compuesto por moléculas que rebotan
continuamente contra las paredes del contenedor. Las colisiones
causan fuerzas (llamadas de presidon) debidas al liquido sobre cM

paredes u objetos sumergidos. Si el liquido no es viscoso las
colisiones son sin friccion y las fuerzas de presidon son en cada fd
punto ortogonales a las superficies. el Pl ;\\

Empuje de Arquimedes P fuid

Consideramos un volumen de liguido de forma cualquiera.

Sobre su superficie se ejercen fuerzas de presién (flechas negras). Dado que el liquido esta en
equilibrio, la resultante de estas fuerzas tiene que contrastar el peso de la porcién de liquido; es
decir, la fuerza de presion total (flecha azul) es igual y contraria al peso del volumen de liquido
considerado, y se aplica en el mismo punto, o sea en el centro de masas del liquido. Si
consideramos un solido que ocupe el mismo volumen, sobre la superficie del sélido en contacto
con el liquido se ejerce una fuerza de presion igual a la_que si hubiera el liquido. Este es el
principio de Arquimedes: el empuje de Arquimedes, E, , es igual en médulo al peso del
liquido desalojado:

—

EA = _mﬂuidog = _IOﬂuidOV' g

La fuerza de Arquimedes se aplica en el centro de masas del volumen de fluido desalojado, que
recibe el nombre de centro de empuije (CE) y se calcula como un centro de masas.

PN
P-4.3.6, Q-4.3.5+calculo de E, , P-4.3.7 Oz OFusie) P2



Flotacion

¢Cual es la condicion para que un cuerpo flote? La fuerza peso del solido vale mg=p....V§g.
Para el equilibrioE, + mg =0 osea—m ... g +mg = (=P y.0,V '+ P10,V )§ =0 , €5 decir:
Pisiizo = P fuido V'/V _Siel cuerpo flota, serd V’ < V; por lo tanto:

un cuerpo sélido flota en un liquido si 0,4, < P g4
Presion
La fuerza de presidon de un fluido es mas grande cuanto mas grande sea la superficie contra la
que se ejerce. Por ello es util definir una presiéon como fuerza por unidad de superficie: p = F/S
(la unidad Sl de presién es el Pascal: 1 Pa = 1N/m2 )
Dado que la presion no es la misma en todo punto de un

fluido, hay que considerar una superficie infinitésima (S dF das
y definir la presién como: dF = pdS

|

é¢Como varia la presion con la profundidad? L Eum
Sobre el cilindro de fluido de la figura, la fuerza horizontal total es cero por \)
simetria. En equilibrio, las dos fuerzas verticales sobre las bases del cilindro,

de area S, compensan el peso del cilindro: F =F, +mg=p,.S+pVg, g !
siendo p,,, la presion atmosféricay p la densidad del fluido, que es '
constante al ser el fluido incompresible. Con V = Sz, se halla: 0 L <Y
F
p

p(Z) = Pum + PgZ { oCeTrE

La cantidad 022 = P 4o — Pum S€ llama presién manométrica. aplicacion: prensa hidraulica




Fuerza de presion sobre una superficie plana

La variacion de presidon de un gas con la altura es menospreciable respecto a la de un liquido:
P... €S una constante que empuja de la misma manera todos cuerpos en todas direcciones, y
desaparece de los problemas de equilibrio, donde por lo tanto se considera sdlo la presion

manométrica 0gZ P-4.3.1

Podemos ahora calcular |la fuerza debida a fluido sobre la superficie rectangular de un sélido o
del contenedor. La fuerza sobre un elemento dS de area es: dF = pdS . Utilizando p = pgz ©

integrando, se ha: F = pgjzdS = P8SZcy (donde se ha usado z., =£J‘z0d5 :%Izds ), 0 sea:

F=pg5(z,t2,)/2
La fuerza de presidon siempre empuja, es normal a la superficie, y se aplica (§4.3) a una distancia

Ap :L(Zz+2Z1)/3(Zz+Z1)

del punto de maxima profundidad, siendo: Zzi \E/Z1
L la longitud lateral o x=L
Z, Y%, las profundidades maxima y minima P
v 1
% \ ”
x=0 F

PN
P-4.4.3,Q-4.4.16 P-4.4.12, Q-4.4.5, Q-4.4.6



§4.4 Reglas utiles para hacer problemas con sélidos rigidos y enlaces =

T
(1) Tension de una cuerda: la fuerza siempre es paralela a la cuerda, tira ‘\O
(no puede empujar), y se aplica en el punto donde esta atada. Si la cuerda no tiene masa ni estd
sujeta a friccion (no roza otros cuerpos), el mdédulo de la tensidn es el mismo en cada punto.
(2) Poleas: cambian direccion y mddulo de la tensidn de una cuerda; la fuerzade una  p_g.5.10
cuerda sobre una polea se aplica en el punto en que dejan de estar en contacto (demo)
(= hay generalmente dos fuerzas debida a una cuerda sobre una polea) aplicacion: polipasto

(3) la fuerza de friccion (si la hay) esta en el plano de contacto (= plano tangente a
iv F, al menos una de las dos superficies en contacto). Friccién estatica : su magnitud
L’/' varia segun la situacion. Como mucho su médulo vale F.;"* = g, N ; cuando llega
a su valor maximo, el deslizamiento es inminente 5 4 415 ™\ g4

_--
-
-

(4) Fuerza normal: siempre ortogonal al plano de contacto; siempre empuja.
El punto equivalente de aplicacion de la normal, que se halla N P-4.5.3 Ap-4,4,11
con la condicion de momento total cero, como mucho puede \ ’

ser la esquina del cuerpo: condicion de vuelco inminente

(5) En una articulacién, la reaccién puede tener cualquier direccidn. Si

. L : . 1 P-41.2 F
ademas hay friccion o empotramiento cabe afadir un momento (un par) v
(6) Para el equilibrio de una palanca o de una balanza, tienen
N gue compensarse los momentos respecto del fulcro (perno) P-4.5.9

7 (7) La reaccion de una guia o carril puede tener  ¢mpezar en aula o como “test”

f . . . 7 7
cualquier direccion en el plan normal a la guia;
v g p guia; AN

f i h . la friccid lel I il P-4.4.5,P-4.1.1, P-4.4.8,
si hay rozamiento la friccién es paralela al carri P-4.4.10, P-4.5.5 Q4.4.10



Magquinas simples

Se llaman magquinas simples las que utilizan, amplificandola, la fuerza humana o animal,
facilitando asi una tarea. Ej. de maquinas simples: plano inclinado, cuerda, rueda y polea,
martillo, polipasto (polea compuesta), torno, palanca, prensa hidraulica

= A

| F1 } F2

n n
//

///////////////////%

Problemas con mas sélidos rigidos: P-4.5.2, P-4.5.6, P-4.5.19 GP-4.5.4, P-4.5.13,Q-4.5.1, Q-4.5.2, Q-4.5.3




§4.7 Estatica y equilibrio de un sélido rigido con reacciones ideales

Para una fuerza (conservativa) que depende de la posicion x (en 1D), el equilibrio (estatica)
corresponde a un maximo o a un minimo de la energia potencial, porque en tales puntos a
derivada horizontal la fuerza (que es la derivada de U cambiada de signo) es cero. Esto vale en
general: para sistemas conservativos, el equilibrio se ha cuando la energia potencial total es
minima o maxima, una condicion que puede escribirse dU =0 . Si hay solo un grado de libertad
A (coordenada, angulo) que describe el sistema, la condicion que U sea maxima o minima es:

dU
1 (A= /leq) =0 condicién de equilibrio

Esta condicion se cumple solo para un valor especial ﬂeq del parametro A, o sea solo para el
valor que corresponde a la posicion de equilibrio. Si en correspondencia de estos valores la
funcion U tiene un minimo local, o sea si su derivada segunda cumple la condicion:

2 U

d'u (A=1)>0 equilibrio estable \ /
ar_

el equilibrio es estable, ya que aun con un pequeio incremento

de energia el cuerpo no puede escaparse del minimo local. 2
eq

Si la derivada 22 es negativa, el equilibrio es inestable.

Si por otro lado la funcidon U es constante en un intervalo de valores de A, el equilibrio es
indiferente. Si la derivada segunda es cero en ,leq pero no para otros valores del grado de
libertad, hay que seguir derivando hasta encontrar una derivada distinta de cero

P-4.7.16, P-4.7.2, P-4.7.9 PN P-3.10.8, P-4.7.10, P-4.7.4,P-4.7.7,P-4.7.1



Problemas de equilibrio con fuerzas constantes

Ademas de sistemas con fuerzas peso o de Hooke, las ecuaciones de la condicién de equilibrio se
usan también cuando hay fuerzas constantes aplicadas al sistema: si una fuerza es constante en
modulo y direccion (tal y como la fuerza peso), se puede definir una energia potencial asociada,
y por lo tanto se podra encontrar la condicidn de equilibrio por derivadas.

P-4.7.5, P-4.7.15 1 Yea713

§4.7 Estatica y equilibrio de mas solidos rigidos con reacciones ideales
Si un sistema de mas solidos rigidos tiene mas grados de libertad independientes ﬂl, ,/1L , la
condicion que U sea un minimo o un maximo local (condicion de equilibrio) es

oU

a—%(ﬂl,...,/iL)zo Vi=1,..,L

Es decir, cada una de las derivadas parciales de U respecto a sus variables tiene que ser cero.

NOTA importante: esto vale solo si los grados de libertad son completamente independientes.
Esto no es el caso, en general, si tomamos como variables del problemas las posiciones 7 de
cada solido, porque normalmente hay una correlacion entre la posicion de un cuerpo y de otro.
- hay que saber individuar los grados de libertad independientes (por ejemplo, dos angulos)

P-4.7.8, P-4.7.3



MOVIMIENTO de un cuerpo =| TRANSLACION + ROTACION |+ DEFORMACION
§3.11 Cinematica del sdlido rigido —

Un cuerpo rigido es un sdlido continuo indeformable: dos puntos cualquiera (i, j) del cuerpo se
hallan siempre a la misma distancia: d; = ‘7 — ?‘ = const .

Si un cuerpo gira alrededor de un eje (tamblen exterlor al cuerpo) la velocidad de sus puntos se
puede expresar (en forma vectorial) como V' = = OXT,, ,siendo K la distancia del punto j de
un punto C sobre el eje, y @ el vector velocidad angular (instantanea) que es paralelo al eje de
rotacidn. Esta es la versidn vectorial de la formula v, = @R del movimiento circular en el plano.

Sea ahora C un punto cualquiera del sélido. La posicién 7; de otro punto i del sélido puede
escribirse: 7' = 7¢ + ;‘»E’C) ,ysuvelocidad 7' =y°¢ +\7(ic) . El 1r término de ambas ecuaciones
describe el movimiento del punto C respecto del sistema de referencia. El 22, el movimiento de i
respecto de C. Como la distancia entre i y C no puede variar, el movimiento de i relativo a C solo

puede ser un movimiento de rotacion, o sea: *(l =& X”(c>

Dado que el sélido es rigido, el mdédulo de la velocidad angular
tiene que ser el mismo para todo punto. Se ha pues:

V' = V + @XT
(C)
Asi, la velocidad del punto i es la velocidad de translacion de un punto C mas una rotacion
respecto a C. Esto vale para C cualquiera, jincluso si C en realidad esta girando! Un movimiento
de rotacidn es una variacion de la orientacidon de un cuerpo respecto al sistema de referencia.

Si la orientacidn no cambia, entonces @ =0 (independientemente de que punto C se escoja)




§5.1 Cinematica de rotacion en un plano (2D)

La ecuacion de la cinematica de un sélido rigido es: V; =V, +671><7’;(C) . Aqui se ve que la velocidad
angular es independiente de que punto C se escoge, ya que respecto del punto /i también vale:
Ve =V, —@X T, o) =V, + OX T .

Esto tiene sentido porque la velocidad angular es la velocidad con la que varia la orientacién del
solido respecto del sistema de referencia y no depende de donde esté el origen. Si en cierto
instante se conoce la velocidad de dos puntos i, del sélido, ¢ se calcula a partir de:

—_ —_ —_ —_— —_

) =V -V, =c?)><(rl.—?j)

El calculo es simple ya que en 2D @ siempre es ortogonal al plano de rotacion. Otra forma de
encontrar W es a través del “centro instantdneo de rotacién” (CIR) : si consideramos un plano
solidario con el sélido (se puede imaginar una hoja de plastico transparente atada al sélido), el
CIR es el punto de tal plano que tiene velocidad cero:

V, = Ve T OXT iy = BXFcpy = Vs 1 Viccir)

Por lo tanto, el CIR puede por tanto encontrarse graficamente

cruzando las perpendiculares a dos velocidades conocidas.

A partir del CIR, la velocidad de un punto cualquiera del sélido

puede escribirse, en modulo, como: y. = @ d
l

donde dl.

i(CIR)’

CR) distancia del punto al CIR.

P-5.1.1, P-5.1.2 > Q-5.1.3

Nota: el CIR es un punto que va cambiando en el tiempo, en general de manera complicada.



§5.3 Dinamica de rotacion y momento de inercia Q fijo
La leyes de la dinamica de un sdlido rigido son F = mACM Yy M(Q) = di(Q)/dt { Q=CM

Para hallar el movimiento de rotacidon hay que resolver la ecuaciéon de los momentos, que es en
general complicada. Sin embargo, en muchos casos de rotacion en el plano, el momento angular

de un sdlido es directamente proporcional a su velocidad angular: Z < @

Esta expresion vale sélo para puntos Q particulares. La constante de proporcionalidad depende

—

deQ: L I(Q) , Y se llama momento de inercia respecto de Q . Q puede ser o un punto

fijo del SO|IdO (si existe), o el CM.

Ejemplo: momento de inercia de un aro delgado de radio R
y masa m que gira alrededor de su centro C: m

= |dmrl xv' =|dmRv' = |dmR@&R = wR*|dm=mR*’®w = I . =mR>
.[ ") .[ .[ _[ ()

Demonstracion para un objeto 2D cualquiera que se traslada y a la vez gira en un plano:
la velocidad de un punto i del sélido es v' =v? + @x 7 r(Q) siendo Q otro punto cualquiera del

slido. Se ha: 7, Idm Tigy XV’ __[dm@) (a)xr@ Idm Figy X V°

El 22 término es cero si Q es un punto fijo (v Vy = 0), y tambiénsiQ = CM ya que:

— SCM — _ .
jdm oy X Ve = (jdm (CM))XVCM =mR ¢y, X V¢, =0. Se tiene pues: Idm Fioy X (a)x r(Q))
=0

Dado que el cuerpo gira en un pIano el vector @ tiene direccion constante ortogonal al mismo,
por lo que: 7, X\@Xr,, |= a(r, )) El momento angular se reduce entonces a:

L 0 = jdm@(q’Q)) = 50_[ dm(r(’Q)) =1,,@, con Qfijo del sélido 0 Q=CM




§5.3 Momento de inercia

—

La ecuacion L(Q) = ] @ vale también para algunos cuerpos tridimensionales. En tal caso, la

(Q)
definicién de momento de inercia es 1o = dmrf(Q)’ siendo 7, la componente de 7y, que es
ortogonal al eje de rotacion. Se demuestra que el momento de inercia es el mismo para todo
punto del mismo eje. Si L, =1,@, entonces la ley dinamica de la rotacion se escribe

M, —dL(Q)/dt I, da/dt , o sea M = OtIQ
Esta ecuacion tiene una fuerte 5|m|I|tud con la 22 Ley de Newton. En particular, en 2D permite
calcular el angulo de rotacién en funcién del tiempo 6(f) por integracion, si M ,, y por tanto
o(t) = é(t) se conocen. P. ej., si M, () es constante, & también lo es, lo que da origen a un
movimiento angular uniformemente acelerado (o uniforme, si @ =0)

Q-5.3.7 (Q-4 test ExFinal junio’11), P-5.4.11, P-5.3.1, P-5.3.5  Yesans

Momentos de inercia de algunos cuerpos homogéneos respecto de su CM Q‘ P-5.4.7

Como para el centro de masas, los valores de I(CM) de cuerpos con forma simple son conocidos:

(2 \»r esfera s

cilindre gruixut . xapa prima/gruixuda

massissaf = %’-m}%2

fz%m(RerR:‘?‘)

discH =0 buida J=ZmpR?
massis R, =0prm. B = K,

Izém(az +b3)

barra: ﬂ:ﬂ; ¢=0

Para cuerpos compuestos, el momento de inercia total es la suma de los momentos de inercia
de los trozos que forman el cuerpo: I ¢y =1y + 1) . Lo mismo vale también si hay un
agujero, tomando el momento de i |nerC|a del agujeros con signo negativo.



§5.3 Teorema de Steiner

Cuando un cuerpo gira alrededor de uno de sus puntos C, que se mantiene fijo durante el
movimiento, conviene calcular los momentos y escribir el momento de inercia respecto de C.
Se puede calcular el momento de inercia respecto de un punto distinto del CM gracias al
teorema de Steiner:

I(C) - ICos ’EIZC) dm - ICos (X(ZCM) T (y(CM) T d)Z)dm - J.Cos (X(ZCM) + y(ZCM) T 2y(CM)d + d2 ) dm

Ya que por definicion de CM es LOS Yy dm=0_ esto da ] k:f
(C)
i L

a |

. 2 Lol
Iicy=1Icy)+md #y

/x | .

| d

. . . 2
Ej: para una masa puntual m se obtiene I(Q) =mry,

Si un cuerpo gira alrededor de uno de sus puntos C, que permanece fijo, la cinematica y la
dindmica son dadas simplemente por (ya que v, =0):

— — —

_ ext __ _ 2
Vi =OXTiey oY M) =10 = (I(CM) +mldc_cy) )0(

¢ Por qué se pone la manija de una puerta en el lado opuesto al perno?

Q-5.3.5,Q-5.3.1,Q-5.3.3



una aplicacién de la ley M(Q) =—2D=7,
dt Hombro

Tricaps

Codo

M 0, (F)| = |F|F|sin @ =1,
— el momento y la aceleracion
angular son maximos para 8@ = 90°

s
i, b
‘“*m"?'”h
bty b

ipor qué el punto de aplicacién de F (el tenddn) esta tan cerca del codo?

No es una buena estrategia para levantar cosas pesadas, pero permite movimientos mas rapidos
p. ej. de las manos: si el musculo se contrae de Af en un tiempo de respuesta muscular Af,

la velocidad del tenddn es v = =Al/At=wr , ladelamanovale:

tendon contraccion

V =wD=v D/r>>v

mano contraccion contraccion



§5.3 Conservacion del momento angular de un sélido rigido

L = dL dw . _ : .

_ o = :

La ecuacion M, _7_ I(Q)E (con Q fijo o Q= CM ) implica que:
Si M(Q) — () , entonces l,(Q) = const

Este es el teorema de conservacidon del momento angular para un sdlido rigido. Corolario muy
importante: cuando un solido esta sujeto sdlo a fuerzas aplicadas en su CM (peso, gravitacion
universal), el momento angular respecto al CM se conserva

Si durante el movimiento I(Q) no varia,

[y I

M(Q):O — L(Q)=const = @ =const

Aplicaciones y consecuencias importantes:
Estaciones, giroscopio, armas de fuego (, ...)

il _:':I' rﬁ:d

SFPRLHG carth Fobe
1 T
| =]
Earifs'n 4"-..' [ Fa ] #
/H ¥
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» L
1}
% e
a1

futbol americano = N

AT



Rodadura

Si un sélido con seccidn circular (esfera, cilindro) de radio R rueda con velocidad angular w sobre
una superficie, en un instante dt su centro se desplaza de v.df, mientras un punto de su
superficie recorre una distancia Rdg. Si el cuerpo no desliza los dos recorridos son iguales y por

lo tanto vale: _ o
VC — CUR condicion de rodadura

ver dibujo). La velocidad del punto de contacto P es pues nula:

(vectorialmente v, =—@XR
+@OXR=0

Ve =V, +67)><F(g) =V,
Esto implica que:

1) si hay rodadura hay friccion, porque si no el cuerpo deslizaria sin girar ;

2) la friccidn es un rozamiento de tipo estatico, y ademas es ideal (no hace trabajo)!

Los problemas de rodadura se resuelven utilizando las ecuaciones de |la dinamica (con CM = C)

—

M(CM) = I(CM)C? y F = mEiC , Y con ademas la condicion de rodadura ac = Ro

P-5.3.3, P-5.3.8, P-5.3.7 AQ-5.1.4,Q-5.1.2, P-5.4.3




§ 5.4 Energia de rotacion

La velocidad de un punto i de un sdlido es r/l' = rc F WX Flc , con C cualquiera. La energia cinética
()
total es:

E. = '[Edmﬁf = J%dm(ﬁc + WX ’7,-(@ I dmv; +I dm WX ’Q(C)) +V. - (a)x.[dmr(c))

=0s1 C=CM
El dltimo término es cero si C es un punto fijo ( V.= 0), y también si C coincide con el centro de
masas. Descomponiendo el vector 7, en dos partes, una paralela y otra ortogonal a (7), se ha:

OXTc) = WOXT 0y =OF iyl yportanto: — dm(a)x ): = a) I @’
T mr. . (©)

La energia total de un cuerpo que gira en un plano es pues, segun el caso:

1
- rotacion respecto de C fijo: E, = El(c)a)2

o o 1 2
- rototranslacion (ej.: rodadura): E_ = Ema)CM +§I(CM)(0

En el caso de la rodadura, la friccion es ideal = la energia se conserva !!

Dos esferas de la misma masa y mismo radio exterior se dejan caer rodando por el mismo plano
inclinado. Si una esfera es maciza y la otra es hueca, cual de las dos llega abajo por primera?

P-5.4.16, P-5.4.2, P-5.4.10, P-5.4.12, P-5.4.14 AP-5.4.5, P-5.4.15, P-5.4.18, P-5.4.19, P-5.4.21, Leer: P-5.4.1+5.4.6



Choques entre sdlidos rigidos (con rotacidn)

En los problemas de choques con cuerpos rigidos que no se mueven sdlo de translacidon hay que
tener en cuenta el efecto de la rotacion. Para resolver un problema de choque con rotacion se
aplican uno o mas principios de conservacion, segun el caso:

- momento lineal total : se conserva si ninguno de los cuerpo esta sujeto a enlaces (es decir, si
no hay fuerzas de reaccidon impulsivas)

- momento angular total respecto de un punto P: se conserva si no hay ligaduras (con P
cualquiera), pero también si uno o ambos cuerpos tienen un enlace puntual en el punto P
(articulacion, apoyo simple, etc.)

- energia mecanica total: solamente se conserva si el choque es elastico.

Formulas importantes con le momento angular:
Para un sélido que se mueva de traslacion pura (sin girar) con velocidad v (7) :

L, (t)=mR% (1)x7 (1)

Para un solido que gira alrededor de un punto C fijo vale:

- O\
L I(C) con ] I(CM) +md? P-5.3.6, P-5.4.17 Q-5.3.6

Ejemplo: en un saque de tenis, la pelota de 100 g sale disparada a 100 km/h. La raqueta es como
una barra de 75 cm de longitud y 400 g de masa, que gira alrededor de la muneca del jugador,
que se puede considerar fija. Si la colision entre la raqueta y la pelota es elastica, ?cuanto vale la
velocidad angular de la raqueta justo antes y justo después del saque?

Ejemplo de problema de rototraslacion sin rodadura: P-5.3.10



- Cinematica, ecuaciones generales: Resumen cinematica y dinamica sélido rigido de masa m

1) velocidad de un punto i respecto de otro C cualquiera: v, =v. + @xF, (:> v, =V, = ax(r, —Fj))

i(C)
2) posicidn del CIR respecto de un punto Q cualquiera: 7 Fokco) (a)XVQ )/a)
3)aceleracion CM: . . . _.dv .V’
Aoy =a,+a,=t—+n
dt Rcurv .
ez e . D_ .= . pext _ po_ A . ext
- Dinamica: ecuaciones generales P=mv., ; F*" =P=mA,, ; M) dL(Q)/dt con Q fijo o CM

—> Casos particulares:
(1) Estatica (EQUILIBRIO): F ¢ = y M(eg) = (0 con Q fijo cualquiera
(‘_;CM :O ’ ﬁ:O ’ l_:(Q) =Or Ecin :O)

= () —_ solo respecto

2) Pura translacién (con velocidad #(¢)): F <" =mA M
(2) ( (1)) oY (CM ) el CM]

. (1) =5(1), P(t)=mv(t), | Len®=0 E, ()= %mv(t)

L, (t)=mRS (1)x¥ (1)

(3) Pura rotacion alrededor de un punto fijo C¢: M ., =&l ., con I =1y, +md’

1
=0dc , Lcy=1c)®, E, @)= > —1c,0(1)° A
- . P-5.3.9, P-5.3.11,

4) Rotacidn + translacién: F ' =mA., y M ¢, =1 oy & P-5.4.20, P-3.10.8, 0-5.3.6
D(t) = my 1 |

P@y=mve, @), E, )= o MV e (1)’ +El<czw>6‘)(t)2 , Loy = Lien)@
caso particular = rodadura: v, =R®@ , a., =R«

Rodadura sobre un plano fijo: CIR = punto de contacto conelplano , E, = lI (CIR)a)2

cin
2




- Analogia “formal” entre cinematica/dinamica de translacion y de rotacion:
re60 ; veow ; aea mel, ; FoM, ; PoL,,

_ _ . 1 2 1 2
= F=maoM, =1,a ; 2mv <0l 0
Resumen ecuaciones con la energia para un sélido rigido o un conjunto de sélidos rigidos

(A) Estatica: dU =0 " _Si toda reaccion es ideal, E es la energia

. , de cada cuerpo por separado;
(B) Dinamica conservativa: dE/dt =0 o E; = Ef 7 -Si acttia un conjunto de reacciones ideales,

E es la energia total (suma de todas)

(C) Con fuerzas no conservativas: AE =W, -

- Fuerzas CONSERVATIVAS:
peso, muelle, toda fuerza constante (en médulo y direccién), toda fuerza en 1D

- Reacciones ideales o conjunto de reacciones ideales:
fuerzas normales, friccion estatica, friccion de rodadura, tensiones de cuerdas

- Fuerzas no conservativas:
fuerzas de friccion dinamica: seca y viscosa



Formulas comunes a particulas y solidos rigidos

.5 — (i)
Centro de masas: R, = Zm r
Cinematica ) .
-Punto material a(r) = vﬂﬂ, dv| . A=a, +a, d, =h v R ypy = v/ dv
o centro de masas dr |dt Reyry dt

-Punto cualquiera . =3y _ +@xr ()
7 o 7 . !
de un sdlido rigido

—

ﬁexz:df’/dt:m;&m (F" =0 = P=ct)

ext
M(Q)

Dinamica:

di(Q)/dt , con QfijooQ=CM
casos particulares:

Dindamica del - 1 L. =
F* = MACM Estatica del { F* =0

solido rigido -
; p ext - 5li Igi ext _ cualquiera
sin rotacidon M(CM) =0 (@=Cc™m ) solido rigido M(Q) 0.Q 9

Energia: W vocons = AE  Sistema conservativo: E = const 0 también dE/dt =0

ext it __y Paraun solido rigido, U
E=E+U= ZE +ZU T ZU siempre es constante 2 AUU™ =)

int

parejas
mn,

:Iﬁ(?)-d?il—AU . U, =mgh ; UH:Ek(Ax)z . Uy =-G——2 WRDS¢ — 11, N/
r

(si F es conservativa) (si N = const)



