22 Ley de Newton y ecuaciones diferenciales lineales La 22 Ley de Newton con fuerzas que
dependen de la posicidn o de la velocidad es una ecuacidn diferencial mX(t) = F(x(t), x(t),t)
en la funcion trayectoria temporal x(?) . En algunos casos la ecuacidn es lineal y admite solucién
analitica. Ejemplos: B

1) Rozamiento dinamico viscoso: Fy, ==bv , b>0

La resistencia de un fluido (aire, liquido) al movimiento de un sdlido depende de la forma del
cuerpo y de su superficie, del tipo de fluido y de la velocidad del cuerpo respecto del fluido.
Una aproximacion para velocidades pequefias es la ec. 1, que en 1D se reduce a F,, =-bv

La ecuacion de la dindmica en 1D es F,, =ma , 0 sea —by = mdv/dt. La solucién de esta
ecuacion diferencial es y(¢) = voe‘“”‘fo) ,cona=b/m, siendov(f)) =v, >0 la velocidad inicial.

L
Verificar que la trayectoria, si X, = X(Z,) yv(t,) =V, , es dada por x(1)=x, +%(l—e T J

Las leyes horarias en presencia de friccidon v(t) friccion v(7) friccion
dindmica viscosa (o seca) valen sdélo hasta SECA VISCOSA
que el cuerpo se para (hasta que v = 0), \ K
porque entonces la friccién desaparece t t
| | P-2.5.2, P-2.5.10
2) Muelle: F,, =—k(l—1,)

. .. .. k
Definiendo x=1[—1[, , setiene F =ml =mX=—kx, o sea x=—;x

La solucién de esta ecuacion es x(t) Asm(a)(t ty)+@,)

\/7 = T= 27[/(0 s1n¢0 (t) +V(t) 2E i x;tOv
F,#0 !

Aplicacion de 1) y 2): suspensiones de un coche QP-2-5-3

MOVIMIENTO de un cuerpo = [TRANSLACION |+ ROTACION + DEFORMACION

Oscilaciones (tema 6) y ondas (tema 7) é/

Un tipo particular de movimiento de translacion es el de la oscilacion. También algunos tipos de
deformaciones de los cuerpos elasticos o de los fluidos dan origen a oscilaciones; a veces estas
oscilaciones estan localizadas, como en el caso de un muelle, y en otros casos se propagan,
como ocurre en los fendmenos ondulatorios.

§6.1, §6.2 Oscilaciones armdnicas simples

., L. _ gy L. . 2
La ecuacién canénica del movimiento que genera una oscilacién arménica es:|X+a@ x=0|. Por
ejemplo, la 22 Ley de Newton para un cuerpo sujeto a la fuerza de Hooke tiene esta forma, con
k/m| - Hay muchos mas ejemplos: la ecuacion dinamica del péndulo es:

F=ma=ml@=mld=60=—Ssin@. Para dngulos pequefios sin@ =6 y la ecuacién de la

dinamica se reduce a é+%9=0, que es de la forma 5&+ag)2x:0 con x=6 y|@w,=+/g/!|.

Otro ejemplo es el de un cuerpo de seccion constante (p. e].

un cilindro) que flota. Supongamos que en condicion de

equilibrio la profundidad a la que llega el cilindro es Z,. Z°1 m I
Z

S

En el equilibrio, el empuje de Arquimedes es igual al peso

del cilindro E, (= pSz,g) = mg . Si por el contrario la base :
del cilindro se encuentra a una profundidad distinta z, el 4
modulo de E, = pPSgz esdistinto, y como se ve varia de E yo,
forma proporcional a la profundidad. La ecuacién dinamica 4
del cilindro sera pues: mzZ=mg—E, = pSgz, — pSgz =—pSg(z—z,)
Con el cambio de variable x = z — z, la ecuacion se reduce a 5&+ag,2x:0 , con |, = \/pgS/m .

fm
I\l




Oscilaciones alrededor de una posicion de equilibrio estable L3 dindmica de cualquier sistema
alrededor de una posicién de equilibrio estable es de oscilacién armdnica. Para ver por qué,
tomemos un sistema conservativo con un grado de libertad, X. La velocidad y energia cinética
valen: v=x = E, :lmjc2 . La energia potencial es igual a cierta funcién U(x). Si X,es un punto
d’U
X2
Redefinimos ahora el sistema de referencia de manera que la posicién
de equilibrio sea x, = 0. Para una variacién pequefia de la posicion
respecto a la posicidn de equilibrio, se puede expresar la energia
potencial como serie de Taylor alrededor de x, =0. Se halla asi:
1d°U

dU
U(x) —U(O)—E(O) x+5 P

Con esta aproximacion, la ecuacion del movimiento para pequefias

desviaciones del equilibrio es: F(x) :_d_U(x) — _fx = ma = mi

U
de equilibrio estable, se tiene: E(XO) =0y (x,)=k>0 y

(0) x* +0[)63]:%kx2 +ct

2

u :
2 (0), o sea con:

2
@. = d’U 0) /m| = La dinamica alrededor del equilibrio estable es de oscilacién arménica.
0 dx* ©

., - X d
La ecuacion del movimiento es pues la misma que la de un muelle con k =

La solucidn general de la ecuacién candnica )'é+ag2x:O es: x(1) A
x(t)=Asin(@t+ @ )| = oscilacién arménica / | | |
o o . 2” : _ 0) [
—— de periodo T, = — (@ =0)4
elongacion fase o, ‘ / \/ W \/ \/ \/ It

Los parametros A (amplitud) y @ (fase inicial) son constantes
de integracidon que se pueden determinar si se conocen los
valores de posicién y velocidad x(z,), X(Z,) en un instante #,cualquiera P-6.2.1,P-6.2.5,P-6.2.11

A

Si un cuerpo en oscilacion armonica x(¢) = Asin(@,f + @, ) esta sujeto sélo a fuerzas conservativas,

] - 1,1 1 1 ﬁ
su energia mecdnica E=—mi’+—kx’ es constante y vale E=—majA* =—kA® P-6.2.3,P-6.2.4,P-6.2.6
2 2 2 2 P-6.2.8, P-6.2.9, P-6.2.15

§6.3 Oscilaciones armdnicas amortiguadas
Si ademas de una fuerza (o sistema de fuerzas) armdnica actua una fuerza de friccién viscosa, la

ecuacion de la dindamica contiene un término proporcional a v =x. La ecuacién resultante se
puede poner en la forma candnica: j&+275c+a)2x=0 . P. ej. en el caso de una masa atada a un
o

muelle en un medio viscoso, se ha: bk .k b
mx=-bx—kx = i+—i+—x=0 =0, =—y=-—
m m m 2m
La solucién depende de la magnitud del pardmetro 7 : X
- w4
(1) ¥ < @, (oscilatorio o subamortiguado) = |x(f) = Ae " sin(axr+¢) Ae

La frecuencia de oscilacion es distinta del

caso sin friccioén, y vale: @ =@’ -y (= 6<a,.T >T,)
La amplitud “efectiva” es funcién del tiempo: A(t) = Ae™”

X|

Las constantes de integracion (A y @
enelcasol,C yC enloscasos2y 3)
se determinan a partir de x(z,), x(z,)
en un instante f, cualquiera

7 ﬁ P-6.3.1, P-6.3.2, P-6.3.4, P-6.3.5

P-6.3.3,P-6.3.6,P-6.3.9 Aqui la energia no se conserva. Si 7<<@, (caso especial del apartado 1),
la energia disminuye de forma aproximadamente exponencial: E(t):%kA(t)2 :%kA2 e =" E(0)

(2) ¥ > @, (sobreamortiguado) =

x()=C, ¢ +C, e Yo =YXV —f

(3) ¥ = @, (critico) = XO=(G+C e ”

h>rn>1



§6.4 Oscilaciones armodnicas forzadas

Afadimos ahora una fuerza exterior que depende de forma sinusoidal del tiempo, y que empuja
el sistema a oscilar a una frecuencia . La ecuacion candnica es: jé+275c+a)02x:Bsin(Qt+(%)

La solucidn general de tal ecuacién tiene una parte transitoria, que depende de las condiciones
iniciales y es solucion de la ecuacion homogénea (con B = 0), y una estacionaria:

x(t)= xxp) +Asin(Qi+6—¢)

J

término transitorio término estacionario
Inicialmente no existe una frecuencia de oscilacion definida, ya que el movimiento es la suma de

dos movimientos armodnicos de frecuencias distintas @ y Q) . Al cabo de un tiempo t = 1/y, el
término transitorio desaparece y sélo queda el término estacionario:

. (o @]
x(t)=A,sin(Qr+6,—¢,)| (=v1)=0A, cos(Qt+6,-9,)) (y—0)1
de periodo 7, = 27[/(2. El movimiento es igual al movimiento |
harmaonico simple. Poniendo esta solucion en la ecuacion inicial A/’
se halla: B y: 202 5
A, = tan @, = —"——
5 2 a)2 _ QZ /2:\
Q|4+ -2 ’ X
Q (consing, =20) ;
La amplitud Ap tiene un maximo para Q =@ , o sea para: ie
2 :
Q* = @} —2y° RESONANCIA DE AMPLITUD @ i —0
Por otro lado, se puede también considerar la frecuencia en 0 w Q
que sea maxima la “amplitud de velocidad” QA
Q — wo RESONANCIA DE VELOCIDAD P'6.4.4, P'6.4.5, P'6-4-7, P'6.4.9

Impedancia mecdanica y potencia de la fuerza exterior disipada por fricciéon

En el caso de una masa oscilante m, la fuerza exterior sobre la misma sera E) =mbB . Es util

definir, en este caso, una impedancia mecanica equivalente: 7 — i
QA

P-6.4.2 P-6.4.1, P-6-4-2, P-6.4.3, P-6.4.10, P-6.4.11 p

En este mismo caso, en régimen estacionario la fuerza exterior F' = F,sin(Qt+6,); F,=mB
desarrollara una potencia igual a P=Fx . Promediando sobre un periodo se obtiene la potencia
media disipada por friccion (ya que en régimen estacionario la energia mecdanica de la masa es
constante, y todo el trabajo de la fuerza exterior se desperdicia debido al término de friccidn) .

La potencia disipada vale entonces:
-1 t+T 1 +T _ 1 1
P=— | P=— | Fx=>P=-FAQsing =—ZQ’A’sin

T j T I P foytding, =5 285 4,50,

La resonancia de velocidad ( 2A, = max ) corresponde también al maximo de potencia disipada

NOTA: las mismas ecuaciones del TEMA 6 aparecen también en la teoria de circuitos y en dptica:

-la ecuacién candnica del movimiento armdnico simple amortiguado describe un circuito LC
ideal (sin R) sin fuerza electromotriz;

- la ecuacién del movimiento armdnico amortiguado un circuito LRC sin fuerza electromotriz;

- la ecuacién del movimiento harmadnico forzado un circuito LC (sin amortiguamiento) o LRC (con
amortiguamiento) en corriente alternada, y también la absorcién y el esparcimiento de la luz
(“scattering”)



§7.1,87.2 Ondas mecanicas, sonido; ondas planas

Ningun solido es perfectamente rigido; todos se deforman y son en cierto grado elasticos. La
descripcidn de la elasticidad de los materiales es esencialmente una extensién a 3 dimensiones
(y muchos grados de libertad) de la ley de Hooke. Cada trozo (atomo) de material puede
considerarse atado con un muelle a los demas trozos (d&tomos). - s s Pooss o
Si desplazamos un trozo, no solamente él mismo, sino también .0 9 9 0 0
los demas estan sujetos a fuerzas elasticas (de Hooke) tendentes ¥ B ”/' i A
a restablecer la configuracion inicial. Fuerzas parecidas existen Y 5 v iy ‘\4 I S
también en fluidos como el agua o el aire (en los gases, son de ¢ © o o © o
naturaleza mas bien repulsiva que atractiva). Ondas dentro de estos medios son percibidas por
el oido como sonidos. Una perturbacién puntual de un sdélido o de la superficie del agua (una
vibracion inicialmente localizada), se propaga en forma circular o esférica o mas complicada. Sin
embargo, a grandes distancias 7 la onda esférica se parecerd, al menos localmente, a una onda

plana, que es una deformacidn propagante en las que los “planos” de trozos -
(atomos) de material se mueven juntos: I ”
Ot i ) Y B [ PP cfP-xoo ol /
e —o o o 0o o e e 5@ - @ ’

£ 4 ? ? »

(I
Q=0 3 @3> @3> @K@ ¢ @2 5@ w2 @3 @t @
®

[ LT BEOYS Dars RRdey Rhsoy TR ) ® -l @i
o 0—9 o ® & @ ) @2 Gl ® ©® Lavibracion sincrona

de un plano entero empuja uniformemente el siguiente plano, generando una onda plana. La
frecuencia de oscilacion (flechas rojas) depende de la perturbacidn inicial. La velocidad de
propagacion (flecha azul) depende del medio (y en general, de la frecuencia). En los casos que
consideraremos (ondas en una cuerda, sonido), la velocidad es independiente de la frecuencia.

Las ondas planas son longitudinales o transversales, segun los
planos oscilen en la direccidn de propagacion o ortogonalmente
a ella. Sea x la posicion de equilibrio de cada plano:

X

onda plana transversal (ej.: ondas en una cuerda, olas del mar)
En su movimiento, cada plano mantiene invariada su coordenada
X inicial. El problema es hallar la variaciéon de la coordenada
vertical en funcién de la posicion y del tiempo: y = y(x,1) .

onda plana longitudinal (olas mecanicas de compresion, sonido)
Cada plano mantiene su coordenada vertical, mientras la
horizontal varia en el tiempo. Para una porcidon de medio de
seccidn Sy masa dm entre dos planos adyacentes, el volumen
es Sdx en equilibrioy Sdx’ en presencia de la onda, asi que la
densidad local varia del valor de equilibrio p = dm/Sdx al valor
p’=dm/Sdx’ (es una ola de densidad). La variacion de densidad

dx d
variable y =x'—x_ En funcic?n de la densidad al equilibrio p, la variacion p, es, despreciando el
término muy pequefio , < \dy dy dy p
Py Pp=—P Ix (p pp)dx 'de p,= 'de
También aqui, el problema es hallar la funcién ¥ = Y(X,?) (y de ella la variacion de densidad)

, , dx' d
es: P,=pP—pP=p (1——j=—,0 —i , donde para la ultima identidad se ha definido una nueva




§7.3 Ecuacion de onda (de d’Alembert)

¢Como podemos calcular la cantidad y = y(x,#) ? Muchos tipos de ondas de naturaleza muy
distinta (ondas mecanicas en una cuerda tensada o un muelle, sonido, luz), admiten la misma
descripcidon matematica en términos de una ecuacién diferencial conocida como ecuacién de
d’Alembert, y esto independientemente del tipo de medio (fluido o sélido) y del tipo de onda
(transversal o longitudinal). Para ver por qué y cual es tal ecuacion, consideremos el caso de una
onda transversal en una cuerda. Cada trozo dm de cuerda esta sujeto a dos fuerzas de tension (a
su derechay a su izquierda). Utilizando la longitud ? alo largo de la cuerda, el vector fuerza de

tension puede escribirse como f(f) =T dr , donde -
dF T dl (Frdl)
— es el vector de médulo 1 tangente a la cuerda.
d ! ar
La ecuacidon de Newton para el trozo dm es: —T(f )
477 ’ dm=udv

: . dT
dm?:T(“dé)_T(g) :%(E)CM M : densidad lineal de masa

En funcién de la densidad lineal de masa u = dm/dx, esto da:
d*F _dT d’F A’ ud’F 41 dF r
L= 0=T" osea “o-HCTCT " %10 conv= |-
e’ de ar dr* T d’* dr* V' ar’ u
Si nos limitamos a vibraciones pequefias, x = / no depende del tiempo, asi que sélo “sobrevive”
la variacidon temporal de la componente vertical de 7 =(x, y). Hallamos asi la:

ecuacién de onda d’y 1d%y
(ec. de d’Alembert para ondas planas) | g2 2 gr2 0 P-7.3.1,P-7.3.2

El pardmetro v tiene las dimensiones de una velocidad, y sélo depende de las caracteristicas del
medio (densidad, tension). Tal pardmetro es la velocidad de propagacion de la onda en el medio

Para ver por qué, ndtese que cualquiera funcién de la cantidad x = vt es solucion de la ecuacidn
de d’Alembert (se ve por sustitucion). Es decir, la solucidon general de la ecuacidn de onda es:

y(x,t)= f(x—vt)+ g(x+vt)
El primer trozo describe una onda que se desplaza en el tiempo en el sentido positivo del eje x,
el segundo una onda que se propaga hacia el sentido negativo del eje x, ambas con velocidad v :

f(2) 8(2)

i
z AV

Vv )%

(,0=y(x) L V(%0

X=XV, t X, =0
%,=0 x:)lco-l—vt,t
y(x,t):f(x—vt) y(x,t)=g(x+vt)

Por otro lado, si un fendmeno ondulatorio tiene la propiedad que la forma (o sea el perfil) f(2)
de la onda permanece invariada, entonces la onda satisface a la ecuacién de d’Alembert. Un
ejemplo es el sonido: se puede mostrar (ver apuntes en catalan) que las ondas de compresién
obedecen a la ecuacion de d’Alembert y que su velocidad de propagacién es: y = 1/BC /p ,

siendo B el “mddulo de compresibilidad” del medioy 0 la densidad de masa (volumétrica).



Aplicacion: reflexion de una onda Supongamos que un tren de ondas (pulso) f se propague a lo
Largo de una cuerda, hacia un extremo de la misma atado a una pared. Cuando la onda f es
reflejada, se genera de hecho una onda g que se propaga en sentido contrario. Cual es la forma
de g ? Sea x=0 |la coordenada del punto donde estd atada la cuerda; aqui, la coordenada y de la
cuerda tiene que ser cero en todo momento. O sea, en x=0: Vt y(0,1))=0 = f(—v)+g(vr)=0 Vr
Esta condicion se cumple sélo si g(z)=—f(z) Vz, lo que nos da la forma de g(z). Por tanto, en el

momento de ser reflejada, la onda es: y
v
y(x,0)=f (x=v1)— f (=(x+v1) — —fxnr) |
(siendo f una funcién cualquiera) ) — X
- CAMBIO DE FASE por reflexion: ANTES DESPUES v pared fija

§7.4 Ondas planas armodnicas
Si hacemos una perturbacion local pequeiia, generaremos una oscilacién armédnica de la forma:
y(t)= Asin(ax) , que se propagara como onda arménica: y(x,r)=Asin[a(r—x/v)]= Asin(@ — x @/v)
Esta funcion sinusoidal es una solucidn particular de la ecuacion de d’Alembert, que se escribe
(afiadiendo también una fase inicial) : y(x,t) = Asin(@t —kx+¢@,) P-7.4.1, P-7.4.2
La frecuencia angular o pulsacién @=2z/T
se mide en rad/s, mientras la frecuencia YN o £\ 1
f =1/T se mide en hertzios (Hz = sec™?), [4\ ] e tidsinl otk tpy) /
siendo T el periodo. La distancia a lo largo de \_ \ / \ /‘f .f’f % \ /
la onda entre dos crestas consecutivasesla -/ N
longitud de onda A, que tiene la propiedad d ;”5\.‘ 3 / Ly BN /\ ,f”
que Af=A4/T=v.lacantidad k=a/v=27/1 \ [\ / J.:(x’t:“):fl“("ln(,m”ﬁ_k%gﬂ )\ 7
es el nimero de ondas (en 3D es un vector, TERY TERYERY ERY
llamado “vector de onda”) P-7.4.3, P-7.4.4 ‘ -

§7.6 Interferencia de dos ondas

Uno de los fendmenos mds caracteristicos de las ondas, que no se da con los

solidos, es el fendmeno de la interferencia, es decir la suma de ondas que

coinciden en una misma region. Casos particulares: interferencia de dos

ondas armonicas de frecuencia igual (A) o ligeramente distinta (B). o

(A) : 2 ondas de igual frecuencia: en este caso la pulsacién @y por 5

tanto el numero de ondas k, son los mismos para las dos ondas: \ %
Vi (x,t) = A sin(wt —kx, + @) , y,(x,,t)=A,sin(@t —kx, +@,) X

&, < FASE TOTAL de cada onda 2 @,
La onda resultante en un punto P es la suma: y(P,t) = y,(x,,1) + y,(x,,t) = A sina, + A, sin,
Las cantidades y, y Y, pueden pensarse como las componentes verticales (y) de los vectores
n=A(cosa,sing) y 1, = A, (cosa,,sina,). Asiy(P,1) = Ay sina,

Y es la componente y del vector R=7,+7, = A,(cos&,,sin ), con:
Ay =|Rl=VR-R =\[A] + A} +2A A, cos(a, - ;)
A sing, + A, sine. ARmin:\/A12+A22_2A1A2 :‘A1 _Az‘
tan @, = — L = —
Al COSO[I +A2 COSC¥2 ARmax:\/A12+A22+2A1A2 :Al +A2

La onda resultante tiene minimos y maximos que dependen de la fase de las ondas incidentes. La
amplitud A, en cada punto no depende del tiempo, ya que la pulsacidn es la misma y por tanto:
o, —o, =k(x,—x,)—(¢,—9,) . En el caso especial que A,y A, sean iguales, la interferencia es total,
conA, . =0y A, =2A,dado que laresultante y(P,?) vale: P-7.6.2,

Rmin

A=A=A= AR=2ACOS(%) OlRZ(al-m’zJ =|y(P,t)=A,sina, =2A cos[%) sin[M P-7.6.3

2 2 ﬁ P-7.6.1




(B) : 2 ondas de frecuencia distinta (&, #@,): en este caso la amplitud
de la resultante y(P,t) = A, sina, depende del tiempo, con, ahora:

_ k, x,—k, x, L PPy
A,=2Acos ( — s 5

sin &, =sin DD, t ky xi+k, X, L+ P0=P
2 2
Si las dos pulsaciones son muy parecidas (@,=w,), el término (&, —,)/2

determina una lenta modulacién de la amplitud de una onda arménica
de pulsacidon mucho mas rapida dada por (@, +@,)/2=w. Es el fenémeno conocido en acustica
con el nombre de “batidos” (batecs) de dos sonidos, que son esencialmente un

sonido de frecuencia casi fija, e intensidad A; variable en el tiempo con pulsacion:

§7.4 Andlisis y sintesis de Fourier

Segln el teorema de Fourier, cualquier funcién f(2) periddica o distinta de cero en un intervalo
finito puede descomponerse como suma de funciones armonicas: f(z)zZAi sin(@. z+¢,)
Aplicandolo a las ondas, sacamos que una onda cualquiera y(x—vt) puede escribirse :
y(x—v)=) A sin(@, 1—k, x+@,)
De una onda (o sonido, senal eléctrica, etc.) de forma cualquiera pueden entonces
analizarse las componentes en frecuencia (“andlisis de Fourier”). P. ej., un diapasén
vibra en manera (y genera una onda sonora) casi perfectamente armodnica a la
frecuencia de 440 Hz (La central), que se utiliza para la afinacién de los instrumentos.
Por otro lado, cada instrumento tiene su “voz” particular (timbre): esto se debe a que el sonido
correspondiente no es armonico sino contiene muchas harmadnicas superiores (en el caso de un
La, las frecuencias de 880, 1320, 1760,... Hz), que corresponden a tonos superiores.

El tono de un sonido sube con su frecuencia. Las harmodnicas superiores de una dada frecuencia
son percibidas como octavas superiores de la misma nota. El timbre (o voz) de una persona o de
un instrumento estd relacionado con la forma de onda, que a su vez esta relacionada con el
contenido espectral (o sea, de frecuencias) de la misma. T L T
El mismo Do central suena muy distinto segun proviene de )
un violin o un oboe, porque ambos tienen una distinta
contribucién (menor o mayor en amplitud) de las octavas
(armonicas) superiores de Do. El espectro audible humano
es entre 20 Hz y 20kHz: las membranas del oido interno
(caracol, etc.) no pueden vibrar de forma arménica fuera de
este rango. El umbral de los ultrasonidos disminuye con Ia
edad: una persona mayor solo puede percibir sonidos hasta
10 0 12 kHz (cosa que ha sugerido la utilizacidon de aparatos
disuasorios de altas frecuencias para evitar las aglomeraciones
de jovenes, p.ej. en las protestas estudiantiles...). En el otro
extremo (a las frecuencias de los infrasonidos), somos capaces
de “oir” notas que no sean puras cuya armoénica fundamental
estd por debajo de 15-20 Hz, porque nuestro celebro analiza
las frecuencias que el oido puede percibir y “concluye” que la
frecuencia fundamental tiene que estar por debajo de éstas:
el oido humano es un sistema de analisis de Fourier.

y(xt=t )

y(x!t=t0)

Un sintetizador y un teclado electrdnico son capaces de crear
el timbre de un instrumento “sintetizando” una onda sonora
con el correcto contenido de frecuencias (sintesis de Fourier).




§7.7 Reflexion multiple y ondas estacionarias

Si sujetamos ambos cabos de una cuerda (p. ej. de una guitarra) e
intentamos instaurar una onda, la geometria del sistema sélo nos permite
generar ondas con longitud de onda prefijada, porque en ambos cabos,
que estan fijos, la amplitud de la onda tiene que ser cero.

Las ondas que se obtienen son ondas “estacionarias”: son el resultado de
la reflexion multiple en los cabos de una onda propagante: si la longitud
de onda de tal onda es aleatoria, las varias ondas reflejadas interfieren
de manera destructiva y desaparecen; mientras que si vale la condicion
L=N 4/2 (ver dibujo), las ondas interfieren constructivamente.

La onda estacionaria que se genera es la suma de dos ondas de misma

X
intensidad, una hacia la derecha y otra hacia la izquierda: \,

A . A . 0,—@ ) . 0, +0 “vientre”
x,t) =—sin(ax —kx+ @) +—sin(ax + kx+ @,) = Acos| kx + 22— |sin| ax + 2——L
y(x,1) 5 ( ?) 5 ( ~ ?,) (\ 5 ) (\ >
* g (@, - )12 (@, +a,)/2
Para que esta onda sea nula para x = 0, la fase relativa tiene que ser ¢, —¢, =7 porque asi la onda
se convierte en | y(x,7) = Asin(kx)sin(@x + )|, que se anula en x = 0 para cualquier valor de k.

llnodo"

/4
Los valores permitidos para k son dados por la condicién sin(kL): 0, o sea: kN:NZ

Esto implica que la longitud L de la cuerda tiene que ser igual a un multiplo de mitad longitud de
onda A:L=N A/2, que es la misma condicién que hemos encontrado graficamente, y que se

puede escribir también: 1 =21/N (A, =2L), f = Nf,=Nv/4 = Nv/2L
La frecuencia f, = v/2L se llama primer arménico o fundamental, f, = 2v/2L es el segundo
armonico, y asi adelante.

Ondas estacionarias (de presién) se dan también en tubos de aire como los de los instrumentos
de viento. Si p. ej. consideramos un extremo cerrado, el desplazamiento y del “plano” de
moléculas de aire en contacto con la extremidad cerrada tiene que ser cero. Asi, en un tubo de
aire cerrado en ambos lados, las ondas estacionarias son como las de una cuerda con los cabos
fijos: yy(x,0)=A sin(kyx) sin(@, t+¢,) “cerrado-cerrado” G_:O
x=0 x=L
Por otro lado, cerca de un extremo abierto la densidad de aire tiene que ser igual a la del aire d
exterior al tubo, o sea, la variacidén de densidad es cero. Dado que esta variacién vale P, = —Pa,
un nodo de densidad es un maximo (un vientre) de desplazamiento. Las ondas estacionarias

en un tubo cerrado en un extremo y abierto en el otro o completamente abierto tienen por tanto
expresiones diferentes a las del tubo cerrado en ambos lados. El caso abierto-abierto es igual al
cerrado-cerrado con nodos y vientres intercambiados ( sin<>cos ):

Yy (x,0)=A cos(kyx) sin(@, 1+¢,) “abierto-abierto” ()
27 wN /1 v x=0 x=L
ko==% =y L=2N2~ =N =

YA, ky 4 Fv=Ni Y 2L

El caso cerrado-abierto requiere una pequeiia modificacidn: las ondas son senos pero sélo los

armonicos impares dan un vientre en el extremo abierto: _

yy (x,1)=A sin(k,x) sin(@, t+@,) “cerrado-abierto” =0 =L

A v VA
L=(2N —1)TN fiva=@N-Df,  fi==— p.7.7.1, P-7-7.2, P-7.7.3, P-7.7.5 _|P-7.74,p-7.75,

4], P-7.7.7,P-7.7.8, P-7.7.9

§7.5 Energia de una onda, cambio de medio y coeficientes de amplitud

- = ver apuntes en Atenea P-7.5.1, P-7.5.3, P-7.6.3 1} P-7.4.5,P-7.5.2




