
�������������	�
�����������������
���������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������
������������������ 

!���������������������������"����������������������������������������"������������

����������#������������������������������

��������������������������$����"��������%�������������������������������������������������
�������� ����������������"����������������������������������������������������������������������
&������'�����������������������������(�������������)"�������)*������������
�������������������+�������)*����������������������"������������������������������������������������������
��������������������������������������������������"������������������"�����������������������������������������������������

)%�,�����������+������������ 0    ,    >−= bvbFRV

��

maFRV = dtdvmbv =−
)(

0
0)(

tt
evtv

−−= α 0)( 00 >= vtv
0( )

0

0
( ) 1

b

m
t tmv

x t x e
b

− −� �
= + −� �

� �
)(

00
txx =

mb=α

)(tv

bvFRV −=

)(tv

00 )( vtv =

������������	
�����������������������������������
)),(),(()( ttxtxFtxm ��� =

)(tx

����������#������������������������������
��+�������������$������%�����������#�����
����������������������$#���������� -�.%"�
�����������������������������������

/0��1��"�/0��1�).

�%�2����� 

v

m

m

*���������������������������"���������������������������������������������"������kxxmlmF −=== ����

)( NH llkF −−=

Nllx −= x
m

k
x −=��

������������������������������������������������������������������������������"��� 
0 0( ) sin( ( ) )x t A t tω ϕ= − +

0

0

( )
sin

x t

A
ϕ =

k

m
ω =

/0��1�3

ωπ2=T�

4������������)%����% ��������������������#�

)(tv

t

)(tv

t

�������
5�64

�������
!756854

" "
k

Etv
txA

2)(
)(

2

2

02

0 =+=
ω

0=HF

0=x

0≠x

0≠HF

28!727�	98�������������-�9,4	5�467:	��;�,89467:	�;�*�<8,2467:	

&������������������������������������������������������������������9��=�>�����������������
������������������������������+����������������������������������������������?���������������
���������������+������������"���������������������������"���������������������������"�
��������������������������������������

������������
����������������
������

���������������������������������� ���
2

0ox xω+ =������������������� ����������������������������������������������� ������������������������/���
�������"��������������	�
���������������������������������������@��A� ���������������"���

��@������#����+���������� ��������������+����������>������� �

���/����+�����������(����������������������������������������

mk=0ω

θθθω sin�������
g

mmmaF −=�=== θθ ≈sin

8������������������������������������������������$������
���������%������������5�������������������������
������=�����������������������������������������������������
�����������=���"��������������4��������������������������
����������������������������������������������������5���������������������=���
������������������������������������������������ "���
�������������������������������������������"����������������������
������������������������������������������������+����
���������������+����� 
6��������=�����������=����������������������������������������������������������������"���������������������������������

���/����+�����������(����������������������������������������

��+�������������������������������������"���������������������������������������������������������������������������������� �

θθθω sin
�

������� mmmaF −=�=== θθ ≈sin

0=+ θθ
�

�� g 2
0ox xω+ =�� θ=x �g=

0
ω

ρ

S

gm
�

AE
�

S

gm
�

AE
�

z

0
z

z
0z

mggSzEA == )(
0

ρ

SgzEA ρ=

)(
00

zzSgSgzSgzEmgzm A −−=−=−= ρρρ��

0
zzx −= 2

0ox xω+ =�� mgSρω =
0



���������������������������� �����������!����"������
�"�� �����+��������������������������
���������������������������������=��������=����������������������������/��������������>"�
����������������������������������������������=�����"�������������������������������>�����

���� ���������������������������������������������������������������������������������������������5�����������������

���������=��������=��"�������� ������������������������

,�����������#����������������������������������������������������
���������=����������������������/���������������������(����������������
�������������������������������=���"�����������'�����������������
�����������������������9��������������������������������5��#���� ��� 

x

( )U x
0

x

0
0x =

2

2 3 2

2

1 1
( ) (0) (0) (0) [ ] ct

2 2

dU d U
U x U x x O x k x

dx dx
= − + + = +

6�����������'������"������������������������������������(��

( )y x

x

m

21

2
cv x E m x≈ � =� �

y

( ) ( )U x mg y x=

g
0

0x =

0)( 0 =x
dx

dU
0)( 02

2

>= kx
dx

Ud

�����������#������������������������������������������������� �

( ) sin( )o ox t A tω ϕ= +

��������#����

�������+������������$��������%��������$�����������%������������
���������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������( ), ( )o ox t x t�

A 0ϕ

0
t

0T( )x t

t

A

0( 0)ϕ =

2
0ox xω+ =��

��������	
���	
���

�����������
0

0

2

ω
π

=T
�

$%������$%����&�$%������

�

6�����������'������"������������������������������������(��
����������������������=������ �

��������������������������� ��������������������������������������������������������"��������� 

� �����+�������������������������=��������=���������������������������

x
xmmakxx

dx

dU
xF ��==−=−= )()(

)0(
2

2

dx

Ud
k =

m
dx

Ud
)0(

2

2

0 =ω

x

0

tAe γ−

1
b

���������������������������������������+���������� 

$)%����������������$����������������=�����������%��

���' ������������������������
�#�����

5�����������������������������������������������������������������������+�����������������������������������"

�������������+�������������������������������������������������

( ) sin( )o ox t A tω ϕ= +
22

2

1

2

1
kxxmE += �

222

0
2

1

2

1
kAAmE == ω

5������+���������������$��������������������%������������B������������������������������"���
����������������+���������������>������������������������������������������������������
���������������������������� �����������������������������������/������������������������������������
������������������������"����#� �

xv �=
2

2 0ox x xγ ω+ + =�� �

mx bx kx=− −�� �
2

;
2

o

k b

m m
ω γ� = =0

b k
x x x

m m
� + + =�� �

γ

0
ωγ < ( ) sin( )

t

ox t Ae t
γ ω ϕ−= +

/0C���3"�/0C���D"�/0C���C
/0C���E"�/0C���F"�/0C���)1

t

0

0

tAe γ−−

1
b

>

$)%����������������$����������������=�����������%��
����������������������������������������

���������������"������� $����������������������������%
������������G��������H�������������������� 

$�%���������������$��=�������������%��

$3%���������������$�������% �

x

t

1
b

2
b

3
b

1 2 3
b b b> >

2
γ

3
γ

1 2 3
γ γ γ> >

1
γ

4����������������������������5���������������$���������������������������)%"�
��������������������������������'�����������'������� �

0
γ ω<<

2 2 2 21 1
2 2

( ) ( ) (0)
t t

E t k A t k A e e E
γ γ− −= = =

0
ωγ >

2 2

1 2 ( ) 0

( ) ( )
( )

t t
x t C e C e

γ γ
γ γ γ ω±

+ −− −
= + = ± −

0
ωγ < ( ) sin( )ox t Ae tω ϕ= +

1 2
( ) ( )

t
x t C C t e

γ−= +
0

ωγ =

��������������������������$������������
����������)" �����������������������3%��
�����������������������

�������������������������
( ), ( )o ox t x t�

1
C

0t

2
C

A 0ϕ

22 2

oω ω γ= −
( )

t
A t Ae

γ−=

$%��'�'�$%��'���$%��'�(

/0C�3�)"�/0C�3��"�/0C�3�D"�/0C�3�1

00
, TT ><� ωω



4(��������#���������������'�����������������������������������������������"�������������
�������������������������������������������������������������� 

( 0)γ → ↑
∞

���) �����������������������*����

2

0
2 sin( )ox x x B tγ ω θ+ + = Ω +�� �

� 0
( ) ( ) sin( )TR p px t x t A t θ ϕ= + Ω + −

���������
�>��������������� 
+��������
��������

Ω

���������������������������������������������������������"����������������������������
�������� ���������������������������#����>���$�����-�.%"����������������� 

γ/1

Ω= π

Ωω

)sin()( 0 pp tAtx ϕθ −+Ω= )cos()( 0 pp tAtv ϕθ −+ΩΩ=�

7�������������'��������������������������������������"�����������������������������������
��������������������������������������������������������������4����=���������������� ≈ "����
�>��������������������������������������������>���������������� 

$�����������������������������������������������������%

������������������������������������������������������������������� A

0
F

k

0 nω Ω

3
b

2
b

1
b

1 2 3
b b b> >1 2 3

γ γ γ> >

2

0

B

ω
←

pA

0→

( 0)γ → ↑

2
γ

1γ

3
γ

Ω=Ω π2T

pA ω=Ω

0
ω=Ω

22

0

2
2γω −=Ω

pAΩ
ω

2
2

2
4

p

o

B
A

ω
γ

=
� �

Ω + Ω −� �
Ω� �

2 2

0

2
tan P

γ
ϕ

ω
Ω

=
− Ω

sin 0Pϕ ≥

$%��)�)��$%��)�&��$%��)����$%��)�(�

�������������������������������������������������������������������
#����������������/��������������������������������������
���#���� � �

$����������������������%

��������������������������+'����������������������"����������� 

,-.��/�01/�2-�/3$�1452

/������������"�������������=�>�������������������������
���������+'�������G���������������������H����������� 

,-.��/�01/�2-�6-��012/2

�����������������"����>����������������������������'����������������������������������������������
�����������+������������������������������������/������������=�����������������=���������������
���������������������������$����������>������������������������������+�����������������
�������"��������������=������������������'������������������������=��������>���������������%���
������������������������������� 

������������������������������"������������'���������=���������������+�������������������������B����
������"������������"�����������������+�������������� 

0F mB=
0

p

F
Z

A
=

Ω

0 0 0sin( );F F t F mBθ= Ω + =
P Fx= �

2 2

0

1 1 1 1
sin sin

2 2

t T t T

p p p pP P F x P F A Z A
T T

ϕ ϕ
+ +

= = � = Ω = Ω� � �

$%��)�� /0C�D�)"�/0C0D0�"�/0C�D�3"�/0C�D�)."�/0C�D�))

1� ���������7������ �
���������������*���8
���������� ���� ����������

������������������������ $����������������������%���������������=�>�����+'�����������������������

	894 ��������������������������9�24�C������������=�>������������������������������������ 

0�����������������������������������������������������������������=��������������6�
������$���,%������������������������?

0 ���������������������������������������������������������,6������������������������?

0 �������������������������#����������������������������6�$�����������������%����,6�$��
��������������%��������������������"������=�>�����=�����������������������������������

$G���������H%

2 2
t t

T T� �
max=Ω pA



������������������7������������9������� �����

	��B������������������������������?����������������������������������������+�����������
���������������������������� �������������������������������������'��������3�����������
$�����#���������������=�����%��������������@��A���6����������$+����%�������������������
���������������������������������������+���������$+�����%�
5���������������������"������������>�������"��������=�>
�������+�����+���������������������+�������$���@��A�%��������
�������=�����������������������������<������������������'����
���=�>����������������������������������$�����������"������
�����������+��=��������������������������%��8����������������������������������=���������
���������������������&��������=����������������������������������������������������$���
��=���������������������������%"����������������������������������>��������+��������������5��
��=����"�����������������������������������>���������������+"������������������"�������������=����"�����������������������������������>���������������+"������������������"�����������
 ����"����������������������������������������������G�����H����������
$+�����%��������������������������� 

�
�����=�������������

���������������������������������������������������"�������������������������
������
���������������	
 $����#��������%��������������������=�����������������������������
���������	
 $����#������%������������������$����������"����������������%������������������
��������������$����������������"������%"��������������������������������������������

r

r

�������� ������������������������������������"����B�����
��������������������������������������������������������
��������5������ ��������������������=���������������� 

����� ��������#�
�������$��������+�����������������"������%
6�������������������������������������"������������

����� �����
����:��������$��� �����������������"�������������%
��������������"���������������������������������������������

��������������=��������#����������������������������������
������������������������������������������� ���������������������

y x

v

v

),( txyy =

x

x

9��=�>�����"�������=��������#�������������������������������������$��������������������������������%

�� "��������������B������������������#������������������

�����=����������������������������������������������������=�����"��������������� ��"����������������
�>��������������(�������������� �

6�������������������������������������"������������
#����������������������������/��������������������������
�������� �������� ������������������������"����������
������� ��������=���������������������������������"������������
���������������������������������������=����� -������ ��������
�� -��������$��������������������%������������������������

y
, 'x x

v

xxy −= '

),( txyy =

�

dx

dy

dx

dx
p '

'
1'' ρρρρρ −=�

�

�
�
�

� −=−=

�−≈+−=−=    )('
dx

dy

dx

dy

dx

dy
pp ρρρρρdx

dy
pρ

dx

dy
p ρρ −=



I6�����������������������������������������������������J�2��#����������������������������������
��������$��������+����������������������������������"������"����%"�����������������
����������������+��������>�������������������������������������������������������
�K4���=���"�����������������������������������������$���������������%�������������������
$�����������������������%��/��������������>����������������������"���������������������������
����������������������������6����������� �������������+�������������������������������$��
��������#������������������%��&�������������������������������������������������"��������������������

�����������������������)��������������������

�����������������=���������������������������������"������

���'�-�������������������;/���"��
�

�

d�

dr
�

( , )T t−
�
�

( , )T d t+
�
� �

T
�

�

�
�

d

rd
TT =)(

�

�

d

rd

��������������	�
������������������ �� 

�

),( txyy =

������������������������������������� -����� � ������� 

������+��������� ����������������������������������"������������������������������������������
������$�������"������%��9������+��������������������������������������������������������

0
1

2

2

22

2

=−
dt

yd

vdx

yd

"������

( , )T t− �

 ����������������������µ

��������������	�
������������������ �� 

��
�

�

�
�

��
��

d
d

Td
TdT

dt

rd
dm )()()(

2

2

=−+=

2

2

2

2

)(
�

�

�
�

��

d

rd
T

d

Td

dt

rd
==µ 0

1
2

2

22

2

2

2

2

2

=−=−
dt

rd

vd

rd

dt

rd

Td

rd
�

�

��

�

�
µ

��
µ
T

v =

5�������������������=�������������(��"�������������������������������"��������������G��=������H
�������������������������������������������������������������������@�������������� ),( yxr =

�
�≈x

��������������

$��������K4���=��� ���������������%
$%��'����$%��'��

�ddm  µ=

/��������������>"��������������������������������������������������������������������������������
����K4���=��� $��������������������%����������"������������������������������������������ 

����������������������=�������������������������������������������������������������������"�
��������������������������������#��������������������������������"���=������������������� 

vtx ±

)()(),( vtxgvtxftxy ++−=

v v

)(zf

z

)(zg

z

0 0
( ,0) ( )y x y x=

v v

0
, 0x t=

0
,x x vt t= +

( , )y x t

0
, 0x t=0

,x x vt t= −

)(),( vtxgtxy +=)(),( vtxftxy −=

/������������"�������������������������������������������������������$���������������%
���������������������������"������������������������������������������K4���=�����&
������������������� ������������������$������������������+%��������������������������
�=�����������������������K4���=��� ����������������������������������� ����������������������������"

�����������������G������������������=������H��������������������������������������$�����>�����%�

)(zf

ρCBv =
CB ρ



5��#����������������=����������������(�"�������������������������������������������� 

5���������������������������$�����%�� ����������������
������������������"�#��������'������������������������������������6������������� ��
���������"�������������#��#���������� ����������������������������������6���������������
���� J�5����-.�������������������������������+����������������?�����"��������������� �����
����������������������������������������8����"����-.� �
�����������������������������������������������������������"���������������������������$�%��/�������"�����
�����������������������"���������� 

$������� �������������������%

/ ������<������8���������������

���)������� ��������������

v

v
( ( ))f x vt− − +

( )f x vt−
����������

( , ) ( ) ( ( ))y x t f x vt f x vt= − − − +
x

y

tvtgvtf ∀=+−�   0 )()(  

zzfzg ∀−=    )()(

4	9�5 *�5/&L5
�� 642M78�*��<45�����������'�� 

0 ),0(   =∀ tyt

5��#����������������=����������������(�"�������������������������������������������� 
"����������������+������������������ �

����������������������������������������������������������������K4���=���"�������������=�
$�(����������=�>���������������%� 

������������������������������
�������������N�"���������������������

����������#��������$@��-����O)%"
������� �������������������������������������
�����������������������������������������
�������������� � "����������������������
���������������������������������������
������B������������ $��3*������������"�
��������G�������������H%

)sin()( tAty ω= )sin()](sin[),( vxtAvxtAtxy ωωω −=−=

)sin(),(
0

ϕω +−= kxtAtxy
Tπω 2=

Tf 1=

λπω 2== vkvTf == λλ 

$%��)����$%��)��

/0P�D�3"�/0P�D�D

������������������������������������������������������������������������$�%����������������
������ ��4����

�����1�
����������������������

&������������������+�����������������������������"��������������������
�������"����������������������
���������"������������������������������
��������������������������6����������������� ��������������������
���������������������������������$4%����������������������$M%�
�/� <�������������#������������ �����������������������������������
��������B�������������� "�������������������������������� 

")sin(),( 11111 ϕω +−= kxtAtxy )sin(),( 22222 ϕω +−= kxtAtxy

1α 2α

ω

��������������������������! ���������� 

1
x

2x

P

22112211
sinsin),(),(),( αα AAtxytxytPy +=+=

)sin,(cos ααAr =
�1y 2y

)sin,(cos ααAr =
�

�

� <45��9894���������������

AtPy αsin),( =

2211

2211

1221

2

2

2

1

coscos

sinsin
tan

)cos(2

αα
αα

α

αα

AA

AA

AAAARRRA

R

R

+
+

=

−++=⋅==
���

������ ��4����
���������������� ����������� "��� 

��������������������������������+'����������������������������������������������������
����������������������������������������������"������������������������������������������ 

�������������������������������������������������"������������������������"
�����������������������������������������"����������������������������������������� 

)sin,(cos
1111

ααAr = )sin,(cos 2222 ααAr =
)sin,(cos21 RRRArrR αα=+=

���

1
α

2
α Rα

R
�

1
r
�

2
r
�

y

x

2 1 1 2

1 2
2 cos( )

2 2
R RA A A A A

α α α α
α

− +� �= = � = =� �
� �

2 2

min 1 2 1 2 1 2

2 2

max 1 2 1 2 1 2

2

2

R

R

A A A A A A A

A A A A A A A

= + − = −

= + + = +
����

�
�

�
�
�

� +
�
�

�
�
�

� −
==�

2
sin

2
cos2sin),( 1212

αααα
α AAtPy RR

)()(
212112

ϕϕαα −−−=− xxk
RA

2A1A

min
0RA = ),( tPy

max 2RA A=

RRAtPy αsin),( =

$%������

$%����'

/0P�C�)



5��������������������������������������$�����������%"�����>����
�����������������������������������������������������������
���������������#���+���+������������������������������������������������������������������B�����
��������=������G"�
����H�$"�����%��������������"���������������������
����������������������������"������������������������=�������������������������� 

�=��<������������������������
��
� $�����≠ % ������������������������
�����������������������������������������������������������������"���"��#��� 

1 2 1 1 2 2 10 20

1 2 1 1 2 2 10 20

2 cos
2 2 2

sin sin
2 2 2

R

R

k x k x
A A t

k x k x
t

ω ω ϕ ϕ

ω ω ϕ ϕ
α

− − −� �= − +� �
� �

+ + −� �= − +� �
� �

1 2
ω ω≈

RA

1 1
( , )y x t

2 2
( , )y x t

( )y t

1 2

2

ω ω−

1ω 2ω
RRAtPy αsin),( =

2)( 21 ωω −

ωωω ≈+ 2)( 21

���)�/�7���������>�
��������?������

5��B���������������<������"�������������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������ 
4����+���������������"�����������������������������������������������������������=����� 

2
���)�/�7���������>�
��������?������

( ) sin( )i i if z A zω ϕ= +	
( )f z

( )y x vt−

0
( ) sin( )i i i iy x vt A t k xω ϕ− = − +	

*���������$�������"���(�����>������"�����%���������������������������������
������������������������������������$G�
#���������$������H%��/�����"����������
��=�����������$��������������������%�������������������������������
�������������DD.�@��$���������%"��������������������������������������������������
/������������"������������������������G���H������������$��"��% �����������=����������������
�����������������������������������������#���#��������������������$��������������
��"�������������������EE."�)3�."�)PC."Q�@�%"����������������������������������

�����
� �������������=�����������������������#����������������������������������������
��������=����������������� ����������������������������������=���$�����%������������������
���������������+������������������������������"�����������������+�����������������
��
��
������������� $�����"��������������%�������������
���������*�����������������������������B�����������
�������������=��"����������=������������������
�����=�����$�����������������������%���������������
$��������%���������������*�������������������=���#����
���������.�@�����.A@� ��������=�������������������
$�������"�����%�����������=�����������������������������
����������������=�������������������������������������
���� ���������������������������������=����������#����
).���)��A@� $���������#������������������������������������).���)��A@� $���������#������������������������������������
�������������������������������������������������������������
���������"�����������������������������������Q%�����������
�'������$�������������������������
�����
����%"��������������
���G���H��������������������������������������������
���+�������=�������)10�.�@�"�������������������=���������
��������������������������������������=�����G�������H�������
�����������������������������������������=�������>���� 
��������#����������������������+���������<�������

&���
��������� ������������������������������������������
������=������������������G����������H�������������
�������������������������������������$�%
���������$������%�



5��������������=�����=����������������$���������������������%��
������������������������"�����������������������������������������
���������������������������������������"������������=�����=��"
�������+������"�����������������������������������������
�����������������=�������������G������������H �������������������
��������'����B���������������=���������������������� ��������������
������������������������������"�������������������������������������
���������������������������������?�������������������������������

$������=���%"������������������������������������
���������������������������������������������������������������
��������"����#�������������#���������#����������������� 

�����,����8�����@�
� �������������
��������� L

2λNL =

�� +�� − ϕϕϕϕ

Lx =0=x

x

G������H

/������������������������������� -�."������������������������������������������������������������������
�������������� "�����������������-�.������������������������� ��

����������������������������A������������������������� "������ 

����������������������������& �������������������������������������B��������������������������
������  �������������������"�����������������������������#����������������+��������"���������
�����������=������=�> 

���������������������������������������������������������������������"��������������������������������������
�������"�����������������

LNvNvNffLNL 2  ),2(  2
111

===== λλλ
2λNL =

�
�

�
�
�

� +
+�

�

�
�
�

� −
+=++++−=

2
sin

2
cos)sin(

2
)sin(

2
),( 1212

21

ϕϕ
ω

ϕϕ
ϕωϕω tkxAkxt

A
kxt

A
txy

1α 2α
2/)(

12
αα − 2/)(

12
αα +

πϕϕ =−
12

( ) ( )ϕω += tkxAtxy sinsin),(

( ) 0sin =kL Nk N
L

π
=

Lvf 2
1

= Lvf 22
2

=

G���H

G������H

8�����������������$���������%����������=�>�����=�������������������������������������
����������5������������������������'�������������"�������������������� ����G����H����
���>�������������������������������'������������������������������������4��"�������=�����
�����������������=��������"���������������������������������������������������������=���
����� 

/������������"�������������'�������=���������������������������������������������������������
�'������������=�"������"���������������������������������*�����������������������������������������������"
�����������������������+'����$��������%�����������������������������������������
������=���������������'���������=��������������������������������=��������������������
�'�������������������������������=��������������=�������������������=�����0�=������������������
�������0���������������������������������=������$�������������������% 

0
( , ) sin( ) sin( )N N Ny x t A k x tω ϕ= +

( , ) cos( ) sin( )y x t A k x tω ϕ= +
sin cos↔

dx

dy
p ρρ −=

G�������0�������H
0x= x L=

���&�-���#>�����������������"���������������������
�������� ��
��

/0P�D�1"�/0P�1��$%��&����$%��&�'��$%����'

$%�������$%�%�����$%����'��$%����& /0P�P�D"�/0P�P�C"
/0P�P�P"�/0P�P�E"�/0P�P�F

0
( , ) cos( ) sin( )N N Ny x t A k x tω ϕ= +

0
( , ) sin( ) sin( )N N Ny x t A k x tω ϕ= +

1 1
2

4 2

N
N

v
L N f Nf f

L

λ
= = =

2 1 1 1(2 1) (2 1)
4 4

N
N

v
L N f N f f

L

λ
−= − = − =

2
N

N

k
π

λ
= N

N

v
k

ω
=

0x= x L=

�� �������������4����

G�=�����0�=�����H

G�������0�=�����H

���������������0�=�����������������������(������������� �������������������������������
���������������� ������������������'�������=����� 

0x= x L=


