TEMA 1) Introduccion: éQué es la luz?
Pr. 1-1. Determinar el campo B y hacer el esquema de una onda electromagnética arménica plana cuyo
campo E vale ) [w(t > E) r ‘:I. ¢En qué direccion se propaga la onda?

Puesto que E, = E, = 0, la primera de las ecuaciones de Maxwell conduce a

9E, 9B,

dy=iin wlias

aB,
o . - -:-Ee,cos[:u( -§)+‘:|

Integrando ambos términos con respecto a t se lllega a

B.(y,t) = %Eu. sen [u(t = %) + e:! = ‘:: v, t)

Resp.

Pr. 1-2. {Cudl es el indice de refraccidn de un vidrio, si su constante dieléctrica relativa vale 2.31? Cuanto

vale la velocidad de propagacidn de la luz en el vidrio?
Resp.n=1.52

Pr.1-3

Una onda de luz anaranjada de frecuencia 500 THz existe en una region del espacio. (a) ;jCudnto varia
la fase en 1 x 10-* segundos? (B} ;Qué longitud tendria el tren de ondas correspondientes a tal interva-
lo? (A causa de la excesivamente alta frecuencia de la luz no existen medios para medir los valores instan.
tdneos ni de la magnitud ni de la fase de una onda de luz).

Resp. (a) 6 x 10* ciclos o » x 10* rad, (k) 0,3 m
Pr.1-4

Una luz de longitud de onda en el espacio libre y3 = 500 nm pasa del vacio al diaman-
te (ny = 2,4). En circunstancias normales la frecuencia de la luz no se altera al atra-
vesar diferentes sustancias. En tal supuesto, calcular la velocidad de la onda y la lon-
gitud de onda en el diamante.

Puesto que n = ¢/v, v = ¢/n= 3 x 10%/24 = 1,25 x 10* m/s. En cuanto a la longitud de onda,

Mo M

e B

s A
n = - =
v

Resp. ¥& ue »o = ». Luego, A\ = 500/2,4 = 208 nm.

Pr.1-5

El indice de refraccién de una determinada luz de longitud de onda en el vacio Ay = 589 nm es de 2,417
pare el diamante (C) y 1,923 para el zirconio (Zr0;.5i0;). Calcular la relacién de sus longitudes de onda
en el diamantie ¥ en el zirconio.

Resp. 0,79

Pr.1-6



Una onda infrarroja arménica plana que se desplaza en un medio trasparente esté
dada por

E:y,t) = Eo Sﬂl&r(r}fip — 38X lﬁl‘t)

en unidades SI como de costumbre. Determinar el indice de refraccién del medio a
esa frecuencia y la longitud de onda de la perturbacién en el vacio.

Se sabe que la fase es de la forma k(y — wvt); en consecuencia lo anterior se replantea asi

e 2r

¢ = W[U—ISXLU’!}

Como es claro, A = 5 X 10-" m y v = [,5 X 10* m/s. Entonces n = ¢/0 = 2¥ Ao = nk = 1000 nm.

Pr. 1-7. La longitud de onda de la luz visible varia desde el violeta en los 390 nm al rojo en los 790 nm.
Calcula el correspondiente intervalo de variacién de la frecuencia.

Fuesto que v = »),

A= 108 mfs % x 10* m/a
— = ! = & = g1
Pule 360 % 100 m 7.7 % 101 571 y Tl = T80 % 10-9 m 38 101 =

Las unidades son inversos de segundo o ciclos por segundo. Actualmente se usa la unidad herts,
abreviads Hz, en lugar de eps. El intervalo de variacidn de frecuencia estd entonces entre los 330 THz v
los T TH=z (1 terahertz = 1012 Hz = 1"THz).

Pr. 1-8. ¢ Cuantas ondas de luz amarilla (A = 580 nm) caben en una distancia igual al grosor de una hoja de

papel (0.1 mm)? ¢ Cudnto espacio ocupa un treno de microondas (v = 10GHz) que contiene el mismo nimero

de ondas?
Pr.1-9

Supéngase que una onda de luz se propaga desde un punto A a un punto B, y que se
interpone en su trayectoria una ldmina de vidrio de espesor £ = 1 mm (n, = 1,5). ;En
cudnto se altera la fase de la onda en B si Ag = 500 nm?

El indice de refraccidn del aire (1,000293 a 0°C vy 1 atmdsfera) se supone igual a uno. El nimero de
ondas en el nire sobre la distancis AB es simplemente AB/;. El desplazamiento de fase asociado es
25 (AB/As). Con el vidrio insertado hay (AB - £)/ny; ondaz en el aire v {/x ondas en el vidrio. La dife-
rencia de fase es entonces

2(AB—0O) , 2t 2xAB _ e

Ag —ln + X _)‘o = Eri(?— n)
Pero 1A = nAg v asi

Ap = E{ﬂ_”
Ao
En este caso particular
—3
ap = %(1.5-1] = 2r10° rad

Pr.1-10

La longitud de onda en el vacio de un haz luminocso ez de 6800 nm. ; Cudl es el nimero de propagacién
en un medio de indice de refraccion 1,57

Resp. 1,57 x 107 rad/m

Pr. 1-11. La luz de una lampara de sodio (A = 589 nm) pasa a través de un tanque de 20 m de largo. La luz
tarda en un tiempo t; en atravesar el tanque cuando esta lleno de glicerina (n = 1,47), y un tiempo t, si esta
lleno de bisolfuro de carbono (n = 1.63). Calcula la diferencia entre los dos tiempos.



Puesto que v = ¢/,

001,47
e e SR (1)

T ¢ ¢

En consecuencia,
20
s — & = il = . - —8
Resp. 2 — o (L83 — 147) = 1,07 x 10-% 5

Pr.1-12

Se desea comparar los tiempos de recorrido de dos haces luminosos; el uno en un tanque de tetracloruro
de carbono (n = 1,46) y el otro en aire (n = 1,00. Si las longitudes de las trayectorias se hacen iguales,
iCual debe ser la longitud del tangue =i se necesita gue la diferencin de los tiempos de trdnsitc sea de
una millonésima de segundo?

Resp. 650 m

Pr. 1-13. La energia que fluye a través de una seccion ortogonal a una onda e.m. por unidad de superficie y
de tiempo es dada por el valor medio temporal del vector de Poynting S, y se indica con la letra /.
Demuestra que en unidades SI, S se expresa en W/m?”. Demuestra que para una onda armdnica en el espacio

I = (ceu/2E? "
libre es : (ceo/2) ¥ que se puede también escribir como: = (1,38 x10"1% W!?’}Eﬁ

El campo B tiene la forma B = By cos (kx — wt) y en consecuencia
No= czl'oE B = czln Eo X Bo Cosz {kx _— mt}
Luego (S) = 2% |EqX Byl (cos? (kx — wt))

Calculando el promedio sobre un intervalo de tiempo T, se encuentra:
t+T

(cos? (kxz — wt)) %j— cos? (kx — wi') dt’
t

sotamall ez — e L
Al 27 (sen[2kz — 2u(t + T)| — sen 2(ka — ot)}
Cuando T r, wT > 1l y (cos® (kx — ot)) = 1/2. En consecuencia, puesto que Eo = ¢B,,
Cég _a
] e ?Eo
0 si se prefiere,
Resp. I = oe(E)

Pr. 1-14. Calcula la densidad de flujo para una onda electromagnética (e.m.) plana cuyo campo E (también

E, = 1003&11[5: . lﬂ"(t = L)]

llamado campo éptico) sélo tiene componente z dada por: 3x10°

(3 = 10°)(8,85 x 10~ 1%){100
[ = @XIONEEXI0TIMA0R |y,
Resp.
Pr. 1-15. El umbral de sensibilidad del ojo humano es aproximadamente de 100 fotones por segundo a la
longitud de onda de 550 nm (a la que el ojo es mas sensible). Calcula el umbral de sensibilidad en potencia.

Pr. 1-16. ¢ Cudl es la energia del fotdn (en J) que corresponde a una onda de 60 Hz emitida por una linea
eléctrica? ¢COmo se compara con la energia de un fotén de luz visible?



Valiéndose de la uprnmc':»ri € = hr, s& tiene
£ = (66 ¥ 10-H}YRD) = 396 = 10-11 ]
como la emergia de un fotén de 680 Hz. La luz se extiende desde los 38 » 1004 Hz hasta loa 7,7 x L1044 Hs,

desde los 25,1  10-7" J hasta loa 50,8 x 10-7° J. De aqui que ¢l fotén de 60 Hz es alrededor de
Resp. 100 menos energético que ¢ de la Juz.

Pr. 1-17. La irradiancia, en la superficie de la Tierra, debida sélo a la luz difusa por la atmdsfera en un dia
soleado es tipicamente del orden de 80 W m™. ¢Cudnto es el campo eléctrico asociado? Considerando que
esta luz de color ligeramente azulado tiene una longitud de onda media de 500 nm, encuentra cuantos
fotones por segundo llegan a tu ojo, si tu pupila tiene un diametro de 3 mm.

The aversge photon carrnes an energy hc/A 12 ':]c"'.'.ur;.r:n = 1602 =
101 3 /e — 307 . 1017 ],

.
Mo, Photons /soc {B0Wm j..-"ﬂ.!]u' w 113 (1.5 w0 103 m)” 1.4 =

Resp. '.':]I i JEEE.

Pr. 1-18. Un haz colimado de densidad 10 W/cm? incide normalmente sobre una superficie perfectamente
absorbente de drea 1 cm? Si esto ocurre durante 1000 s, écuanta energia se imparte a la superficie?

Resp. 10*)

Pr. 1-19. Una onda monocromatica de longitud de onda de 500 nm se propaga en el vacio en la direccién
positiva del eje y. Si el campo B se confina en el plano xy y la densidad de flujo radiante es 1.197 W m™2,
determinar el campo E .

E = K 30 sen 4r10° (y = 3 X 10%). La onda viaja en la direccién de ?. E estd en la direccién
de k y B estd en la direccion de i.

Resp.
Pr. 1-20. a) La radiacion que proviene de las nubes interestelares de hidrégeno tienen una longitud de onda
de 21 cm. ¢Qué clase de ondas son? Determina su frecuencia y la energia del fotdn. b) ¢ Existen ondas
electromagnéticas que tengan longitud de onda de 20 millones de km? Calcula su periodo y la energia de
cada foton.

Resp. a) Microondas = = L4 x 109 Hz, & = 8,24 = 10-% J. p) ondas de radiofrecuencia, con

r= 1008, 41 X101 &V

Pr. 1-21. Un detector radar muy sensible detecta una sefial electromagnética de frecuencia 100 MHz y 6.63 X
107'° W de potencia. Calcula: (a) la longitud de onda y la energia de cada fotdn, y el nimero de fotones que
llegan al detector por segundo; (b) el nimero de fotones por segundo que llegarian al detector si la misma
potencia llegara como luz visible (A = 555 nm) o como rayos X (A = 0.1 nm)

Pr. 1-22. Determinar velocidad de propagacion, frecuencia, longitud de onda, periodo, fase inicial, amplitud
del campo 6ptico y polarizacién de una onda electromagnética plana (en unidades SI) cuyo campo E esta
dado por: E: = 10%sen »(3 % 10° — 9 x 10™¢) E, =0 E. =0

Hallar también la expresién del campo magnético asociado.



E; = 10%sen 3 X 10%(z — 3 X 10°¢)]

en donde se vequek = 3 % 1%« m-! y v = 3 x 10* m/s. Puestoquek = 2«/A = 3 X 108, A = 666 nm.-
Ademiis,

LA, 3x 108 L
rp = 1* = W = 45x 1014 Hz

El periodor e+ = 1.4 = 2,2 x 10-1% s, mientras que la fase inicial es evidentemente cero, La amplitud del
campo es simplemente E,, = 10* ¥/m. La onda es polarizada linealmente en la direccién x v se propa-
Resp. Eaa lo I.Il‘gb del Gjl z. Esta onda cbrrg;pq;rnde aluz mj..

La onda se propags en la direccién z mientras que el campo E oscila en la direecién x. En otras pela-
bras, el campo E yace en el plano zz. En consecuencia, puesto que B es normal tanto a E como & la direc-
cidn de agacion, esle debe estar localizade en el plane yr. De esta menera, By, = 0,8, =0y B
B,(z, t)). Como e vio en el problema 2.3, E = ¢B, aplicando lo cual se llega a

Byls,t) = 0,33 X 10 %aen (3 % 10%2 — 0 > 10144)

Agui Bg, = Eq, /¢ = 102/13 % 10*), cuya unidad es el teslg (T}, siendo 1 T = 1kgs-! C-!

Pr. 1-23. Una onda e.m. de 10 MHz de frecuencia y con polarizacién paralela al eje y , se propaga en el
sentido positivo del eje x . Si la amplitud de E es E; = 0.08 V/m, calcula el periodo y la longitud de onda y

escribe la expresion para E(t), B(t) y <S>.

Pr. 1-24. ; Cudles de estas expresiones corresponden a ondas propagantes? ¢Con qué velocidad?

(-’:l) lll(\’ t)=-e (v b7 =2abiy)

7 b) ¥(z, 1) = A sin (az* — bt*
(ay Y(z, t) = (az — bt)” (b iz 1) i )

_ ooy
(b) (x, t) = (ax + bt + ¢y’ (¢) (x, 1) = A sin 277(‘ + 7)

a )

(1) ©) P(x, t) =1 (ax® + b) (2) (d) h(x, 1) = A cos” 27r(t — x)

Pr. 1-25. Determina la velocidad de propagacién de cada una de las ondas:

¥l t) Aly—)2
vglx, t) = A(Bzx+ Ct+ D)?
valz, t) = A exp (B2 + BCt:— 2BC:zt)

Il

Aqui A, B, C y D son constantes. (A veces se utilizard la notacién exp u para indicar e*).
Resp. vy =1 en la direccién positiva del eje ¥, v; = C/B en la direccion negativa del eje x, v; = C
en la direccién positiva del eje z.

A()*u(/)\ +ct)

Haz lo mismo con la onda Gaussiana ¥(-x. 1) = -y haz una gréfica de ¢ al tiempo t = 0.

*Pr. 1-26. La Ley de Malus afirma que la intensidad de un rayo de luz polarizado linealmente después de
atravesar un polarizador perfecto vale /=1, cos’ 6, donde I indica la intensidad de la luz antes de pasar por
el polarizador y 0 indica el angulo entre el eje de trasmision del polarizador y el eje de polarizacion de la luz

incidente.

Dos polarizadores, el primero con el eje de transmisién a 0° y el otro a 90° , interceptan un haz de luz no
polarizada de intensidad /;, de modo que después del primero la intensidad es % I, y después del segundo
no hay intensidad. Si se pone otro polarizador entre los dos, de manera que su eje de polarizacion esté a 45°,
écudnto es la intensidad del haz después de pasar por los tres polarizadores?



TEMA 2) La matematica de las ondas: ondas y notacion compleja

Pr. 2-1. Demostrar que la parte real del nUmero complejo z esta dada por Re{z} = ¥4(z + z*) , siendo z* el
complejo conjugado de z. (Siz=a +ib, su conjugado es el nimero complejo z* =a —ib)

Puesto que z = x 4 iy, se puede escribir

Resp. fe+2*) = J{z+i) + (x—d)] = =

Pr. 2-2

Deducir las expresiones
s ev | g—iv e e
P = —2 Seng = _"_21'
a partir de la férmula de Euler
¥ = cogg + iseng
En la fdrmula de Euler
¢ = cosgp + iseng

rempldcese ¢ por —¢, para obtemer
e~ = cosg — isenyp

pussto que cos (—) = cosp, sen (—p) = —seng. Al sumar estes dos formas se llega 2
¢ + =% = Z2comp

mientras que al restarlas resulta

Resp. ¢ — g~iv = Piseng

Nota: El primer resultado es equivalente a Re{z} = %(z + z*), el segundo a Im{z} = (z — z*)/2i

Pr. 2-3

Determinar la parte real de 2 = (1 —4i/2i y & = Zelerg—iks,
Resp. —2, 2 cos (wt— kzx)

Determinar la perte imaginaria de

- - A glart =2 ,glﬂi+g_iﬂf
2 = Deltrglmtgie ; — (Buﬂ:z)’“' z = s

Resp. bBsen (kx+ wt + ¢}, % sen(wt—kz+e), 0
Encontrar las magnitudes de las cantidades complejas

plx, ) = elkzg iwigic gy ) = Dethvgiet | Jelbvg—lut
Resp. 1, 2[5 + 4 cos 2at]1/?

Pr. 2-4. Demostrar que en notacién compleja una onda se puede escribir como () = A €'?, y que es invariable
cuando su fase se aumenta o se disminuye en una cantidad 2mt.

Coando ba fase cambia en 42+ la funcisn de onda lome &l valor

#f = AdelleziE) — daivetinl — ga2ir

Pere por la formuls de Euler
eEIN = ppp(*9:) 4 feen (=2 = 14 = 1

Resp. En consscutncia, ¢ = ¥.



Pr. 2-5. Demuestra que multiplicar una onda compleja por *i es equivalente a variar su fase en + 1t/2

8ig = Ae'® entonces 4 iy = +ide'®. Pero por la fdrmula de Euler

eminse m[t:fﬂ] + ilﬂ'l'l‘t'r.llg} = =i

¥y asi
+idep = Aezividgiy = Jallp=wil)

Demuestra que multiplicar una onda compleja por —1 es equivalente a variar su fase en 180°.
Pr. 2-6. Calcular el valor de la suma cos$ + cos(& + a) utilizando el calculo complejo.

Resp. Con la notacidon compleja, esta cantidad es la parte real de ¢ = exp(id) + exp[i(F+a)]

W = exp(il) + expli(6 + a)] = exp(if))[1 + exp(ix}]
= exp(i0)) exp(iot/2) exp(—ixz/2) +explin/2)| = exp[i(0 4 «/2)]2 cos(x/2).

Por tanto cosB + cos(0 + a) = Re{} = 2cos(a/2)cos(a/2 + 8)

Pr. 2-7. (a) Calcula la onda resultante de la superposicidn de las ondas E; =2 cos Wty E, =7 cos( %4 T— mt) ;
(b) haz lo mismo con dos ondas de la forma A cos(a — wt), de amplitud 3 y 4 y fases de /6 y /2,

respectivamente, ambas de periodo igual a 1s.
Resp. (a) Ex = 8.53 cos(0.2n— wt) ; (b) Eg = 6.08 cos(0.36m — 27t/s)
Pr. 2-8

Es muy usual, en muchas de las ramas de la fisica y ciertamente en dptica, caleular el cuadrado de al-

gunas clases de funciones armdnicas, como por ejemplo la energia cinética si v es sinusoidal. Cuando se

hace esto en la representacion compleja, se debe tener mucho cuidado para evitar un error muy comin.

Para examinar este punto en detalle, determinar ¢2(x,t), donde ¢(x,¢) = A cos (kx — w«t), utilizando la

representacién compleja. ;En donde estd la dificultad?

Resp. 3 = A?cos? (kx — wt). Si ¢ se escribe en la forma Ae' == gp debe evaluar [Re(y)]?,
que no es igual a Relyd*) sino més bien a [§ 4+ ¢+)/2]2,

Pr.2-9

Dada una onda electromagnética plana en el vacic cuyo campo B se denota por
B =10 B, = 867X 10 % sen 47108z — 3 X 108¢) Byo=0
Hallar una expresién para el campo E. ; Cudles son la longitud de onda, velocidad y direccidn del movimien-
to de la perturbacion?
Resp. E, = 200sends10%(z = 3% 10°¢), E,m E, = 0; A= 500nm; v=3X 10" m/s en la direc-
eidn positiva de z.

Pr. 2-10

Una onda electromagnética arménica plana de frecuencia 600 x 1012 Hz (luz verde),
que se propaga én la direccién del eje x en el vacio, tiene una amplitud de campo eléc-
trico de 42,42 V/m. La onda es linealmente polarizada en tal forma que el plano de
vibracién del campo eléctrico estd a 45° del plano xz. Hallar las expresiones de E

y B.



La amplitud del campo E, E;, es igual a {EEH ='-E;,}""", donde, a causa de |la polarizacion a 45°,

Ey, = Eo. Mai Eg = 4249 = VIE, v E, — E;, — 30 V/m. Eseribiendo la fase en la formn ot — =/¢),
el campo eléctrico vieme a ser

y
R = = = 13 R I
. =0 E, = E. = 30 sm[zrﬁﬂﬂ X 10 (t = wu;]
donde por supuesto, w = Zr. Ya que E = cB,
B 0¥ B, — —B, = 10~ een [ETEDI} * lﬁ‘?(t = gk N ):|
Resp. o - ! 3 x 108

Nota: B, es perpendicular a E,, como —B, loesaE,.
¢Coémo se escriben estos campos en notacién compleja?

Pr. 2-11. Una onda electromagnética plana con A = 500 nm se propaga en el vacio a lo largo del eje y . Si la
irradiancia es 52,3 W m~y el campo E esta linealmente polarizado en el plano yz, hallar B en notacién real y
compleja.

Se puede determinar E, a partir de la irradiancia:

I = copEp/2
53,2 = (3% 108)(8,85 x 10-12)E3/2
E; = 200 V/m

Entonces, a partir de B, = E fe = 66,7 X 102 T, ze deduce que

2

- ] e e T
B8, 86,7 x 109 gen %00 < 10-9

e 3 1 t = —
Resp. (v * 108t) B B, 0

Pr. 2-12. Determina el campo magnético y el vector de Poynting de una onda electromagnética cuyo campo
Sptico esté dado por: E(F,1) = E, (Ig —f)expi(ky - a)t)

P~ TNy~ 8,
Pr. 2-13. Para una onda plana arménica cuyo campo dptico es: £ = (=21 + W3 expi(v3x +y+6x 10%)]
determina: 1) la direccién de polarizacion; 2) la direccion de propagacion; 3) la velocidad de fase; 4) la
amplitud; 5) la frecuencia; 6) la longitud de onda

Direction
¥ of polarization

n - EI___ Er
D—i++3j I
2) k = /31 + j. This wave is propagating in the —k direction (210°) E. [Drirection
NNkl =k=3+1=2 rj‘/—ol_pmpagduon

v=¢=3x 103 m/s 30°

HE| =224+ 2 x3=4v/m §] x
5) f=£=3x%x10°Hz

=5 -k

Resp. 6) 1= 7 =@m.

Pr. 2-14. El campo dptico de cierta onda electromagnética es dado por la expresién:

E — (i _ i + ,})ejzn[lcx(.r+y+z)—3x109;]
2 2 . 4 . .7 4 .
- Hallar la direccidn de polarizacién y de propagacidn, la amplitud, la

longitud de onda, la velocidad de fase y el campo magnético asociado B(t).



Pr. 2-15. Escribe las expresiones real y compleja de una onda armdnica de amplitud A y frecuencia @ que se
propaga en direccidn paralela al vector (4, 2, 1). (Sugerencia: determina k y multiplicalo escalarmente porr).

Resp. El vector k se puede construir a partir del vector unitario de la direccidon adecuada, multiplicandolo por
el médulo de k. El vector unitario es

[(4-0)i+@2-0)j+(-0k/V&+22+ 12
=@i+2f +k/Val
andk = k@i + 2] +k/V21.
F=axi+yj + K
hence ¥ (x, y, z, £) = A sin [(4k/V21)x
+ 2k /N2y + (k/V21)z — o).

Pr. 2-16. Escribe la expresién real y compleja de los campos E y B de una onda que se propaga en el sentido
del eje z con polarizacién lineal a 45° respecto del plano yz .

B= L2 4 hsin (ke — wn, B = —2 - Dsin (ke — wn)
Resp. = 3 J)sin (kz — wt), _c\/Z_(] )sin (kz — wt).
Pr. 2-17. Una onda plana armodnica linealmente polarizada, con el vector E en el plano xy y de amplitud 10
V/m, se propaga paralela a |a bisectriz del plano xy. Escribe |la expresion de la onda y calcula el flujo de
energia.

317 Eo = (—Eo/V2)i + (Eo/VD)j; kK =@a/M)(/V2 +
i V/2), hence E = (1/V2)(—10i + 10j) cos [(V2m/A)(x + y) —
Resp. @flandI= sceEs = 0.13 W/m?.

Pr. 2-18. Calcula el espectro de frecuencias de un pulso g(t) rectangular, definido por:

1 1
g(t) = h for (—2!’) <t < _Eb)

g(t) = 0 elsewhere.

b2
G(v) :/ h exp(—2nive)dr

b/2

h b b
=_— {t’xp (—EHi\' —) —exp (—Em\‘ —)}
2miv 2 2

= hb% = hb sincyy,  where y = mvb.
|

Resp.

Pr. 2-19. Calcula el espectro en frecuencia de un treno de onda armdnico finito de durada T, y pulsacién @y,

o Doy D
f=3°" "2 2
0 elsewhere

b

definido por:

Resp. La transformada de Fourier de f{t) vale

1 ; 1 [, fwo-woy |02 :
(w) = —f fe™ dt = —J’ el gy [—e ] - Iﬂ_{sm [0/ 2)(w — “’0)]}
8w )., 27 ), 27i(w — wo) 27| (/20 — wol

—T0/2



. glo)y=—" =2 sinc
Definiendo ¥ = (70/2)(@ — wo), tenemos pues: 2r. w27
—— gl
flt — | glw) P

\/ \V

Pr. 2-20. Determinar la transformada de Fourier de E(‘!’) = P(ﬂ’) cos? kvw , donde P(x) es el pulso
cuadrado unitario que varia de x=—-L a x = +L, y dibujar el espectro en frecuencia (sugerencia: utilizar el

1 1
costkx = < + Scos2kx

hecho que A y escribirlo en forma compleja)

Resp. FlE®)} = L senckl, + %senc (k + 2k )L + g—senc (k — 2kc,)L

Pr. 2-21. Computar y trazar la transformada de Fourier de la funcién mostrada en figura:
flz) A

+E,
- o
0 +d z
_Eﬂ
§ +d o +d
= i ik LW ol P 2iE,
esp. Flifz) = JF_..d —Egetkadr + J: Egeiks dp — ["Eﬂe"“]_'d + [::;;elkz]n = _rk_ﬂ(l — cos kd)
- Fifte) = 2B e 5
Esto se puede escribir como: /2 _El gréfico de tal funcién es:

kd/2

a

Pr. 2-22. Calcular la transformada de Fourier de la funcién E(t) = U(t)e” ' , donde a una constante positiva

y U(t) es la funcién escalonada unitaria, que es igual a cero parat<0eigualaunoparat>0:



éSabes dibujar el espectro en frecuencia?

@ @ q B 1 . L - 3 1
Resp. FlE(z)} = J; e-argihrdy = j; e (0= 1) do = [—a e “‘):L i

Para trazar este espectro complejo se puede escribirlo en términos de su magnitud y su fase, o sea :

F{E@)} = F(k) = |F(k) e'?® , ¥ luego trazar cada una de ellas por separado. Con este fin se
multiplica arriba y abajo por (a —ik)* , lo que da :

a + ik £y a o

F(k) @ik _ B+ ‘a+ia

S

2 k 2
For = (Ftm) + (+4m)

k a s 1 itan=1(k/a)
wne) = () Martm) Foen = =i
Entonces: ot @t + M a® + y Va? + k2

|F (k)|

/2

Las graficas de magnitud y fase son:
Pr. 2-23. Calcula la transformada de Fourier del pulso:

f(=)

e—alxl

OI e

esp. Felfl®)} = Py

Pr. 2-24. Calcula el espectro en frecuencia de una onda armdénica modulada por una funcion g(t), o sea de

una onda de la forma: &(f)cos(2mviz)



Resp. Llamando G(v) la transformada de Fourier de g(t), se ha:

+0oo
F(v) :/ g(t)cos(2mv t)exp(—2mivt)dr

o0

= / h g(r)%{exp[—Zni(r — vi)t] + exp|—2mi(v + vy )t] }dr

1 1
=5G(v =) +§G(r +v)

i

Pr. 2-25. i Cémo tienen que ser las polarizaciones de dos ondas electromagnéticas monocromaticas, para
gue éstas se sumen de modo que la irradiancia total sea igual a la suma de sus irradiancias por separado?

Resp. Pueden ser por ejemplo polarizaciones lineales ortogonales (por ejemplo una polarizada horizontal y la
otra verticalmente), o también polarizaciones circulares con giro opuesto.

Pr. 2-26. Dos ondas de la misma amplitud, velocidad y frecuencia se superponen en una regién del espacio
de manera que la perturbacién resultante es

¥(wt) = A cos(ky+ul) + Acos{ky—wit)

Utilizando exponenciales complejas demostrar gue

plv, b)) = —24senky sen ol

esto se conoce como una onda estacionaria.

Se puede replantear la funcién de onds =i se tiene en cuents que solamente interesa la parte recl,
en la siguiente forma

lw, ) Al[gltlw + ot} othe—ue i)

A iku[ygivt 4= givy —irl]

Resp. Ahora, por la formula de Euler, ¢™ = cosix 4 i sen v = — 1; por tanto

i t) = Aerelet —g=le] — 40w 2§ sen wt

y asi
vlw,t) = A(2i cos ky senwt — 2 senky sen wt)

La parte real de esta funcidon de onda es ¢(y, 1) = — 24 senky sen wi.

Pr. 2-27. Una onda estacionaria es producida por la superposicién de una onda e.m., de amplitud Ay
numero de ondas igual a 4, con su reflexidn. Encuentra la expresidn de la onda resultante.

Pr. 2-28. Dado el siguiente campo electromagnético:
E(x, y,t) = Eycos(wx/L) cos(wy/L) sin wt k

B(x,y,t) = By [— cos(mx/L) sin(:fry/L)i + sin(mrx /L) COS(?T}-‘/L)j} cos wt

(a) Muestra que es solucién de las ecuaciones de Maxwell en el vacio si es @ = 2" mie/L y Bg = Eo/2"c

(b) Haz un dibujo de la onda en la region 0 <x < L, 0 <y < L. ¢Qué tipo de onda es? Determina el nimero de

onda y la longitud de onda.



*Problemas con series (reales) de Fourier.

Nota: Dada una funcion periddica f(t) de periodo T, ésta se puede expresar como:

JO= ;ao + i(an cos(nayt)+b, sin(na)ot)) con @, = 2'17‘? y:
2 T/2 "~ dt b 2 T/2 ) dt
%=1 II/ _zf(t)cos(na)ot) Cb=p 1J':f _zf(t)sm(nmot)

*Pr. 2-29. Deducir la serie de Fourier que representa la funcion periddica dibujada a continuacion:
1) 4

| B S vl BTV T
- e

Resp. Dado que la funcién (restringida al intervalo de —=\/2 a +A/2) es f(x) = x, que es una funcién impar, los

»>

coeficientes A son nulos: A, = 0. Para los coeficientes B:

% 3 dgery _ 2[ senmkxz  x cos mkz | 2
B, = i.,[“z z sénmkx dx — N e = o = T mE oS ™
A flz) = —:—(sen ka —%aen2kz +.% sen 3kx — )
si pues:

*Pr. 2-30. Calcula la serie de Fourier de la funcién rectangular periddica E(y) de periodo 2b y que vale 1 en el
intervalo de —b/2 a +b/2, cero en los intervalos [-3b/2 ; —b/2] y [b/2 ; 3b/2] vy asi sucesivamente.

Resp. Por la paridad de la funcidn restringida al intervalo indicado, sélo los coeficientes A son distintos de

W e B w -
o - T
Am = K.j-_ Eﬂ cosmky dy‘ - —gen-z-—- = Ecsenc 7

cero: Al

E @
E@y) = -23 + 3 Egﬂﬂl!% cos mky
Entonces: m=1

*Pr. 2-31. Computar la representacion por serie de Fourier de la funcidn sinusoidal de rectificacion de media
onda de la figura siguiente (este tipo de perfil de oscilacidn se obtiene por ejemplo cuando se aplica una
corriente alternada armodnica a un diodo):

E[IJ*

Eol

T

= -2 0 A2 y s\/2



Esta vez la funcién, con el eje vertical en la posicion dada, no es ni par ni impar. Se tiene:

Y
Ao = KJ' E g sen kx cos mkx dx
[}

2Eo " cosk(l —m)z  cos k(1 + m)z]“z
A 2k(1 — m) 2k(1 + m)

excepto cuando m = 1, en cuyo caso la integral es cero (esto es, A, = 0). Continuando,

%{_m[r(l—m)] —1 cos|[x(l+m)] — 1}

U]

Ay =7 k(l—m)  2k(1+m)

que es cero para m impar y da por resultado

E, 1 1
R o 1-—m+rr;ﬂ

para m par. Andlogamente, o M2
B, = x f E sen kx sen mkx dx
0

que a causa de los limites es cero para todo valor de m # 1. Sin embargo cuando m = 1,
3 = EEoFuss e
! A L2 e 2

E,
¥

Luego

1

E, 2E, 1
Eix) = -'—+ senkz—-T—coa2k:t+-l—5cos4kz+

Resp. 8

*Pr. 2-32

Calcular la representacién en serie de Fou- fz) b
rier de la funcién periédica

33
41 cuando 0 < x < A/2, etc. .

flx) = {_1 cuando A2 < x < A, etc.

ay

como se muestra en la figura 8-2. =y =Y = b 1on

Evidentemente f(x) es impar y en consecuencia
todos los términos en coseno estdn ausentes; A, = 0.
Los coeficientes B,, se computan a partir de

=1

A
B. = %j; =) vom i 38 Fig. 8-2

lo cual después de una sustitucién del valor real de f(x) resulta

2 (M2 2
B, = —I (+1) sen mkx dx +—~f (=1) sen mkz dx
A Jo AJae

1 O nia & ) 2
e —colml + ;[ﬂmm]ui = m'—'(l — cos mx)
En otros términos, e 4 i R = 4 o o inder
~3] 2 s 3 3 4 ) .

y la serie buscada es

flz) = %(unkx + %sen:!kx + %unﬁkz 4 )

A propésito, si la funcién tiene el mismo aspecto por encima y debajo del eje, su representacién
por una serie contendrd solamente armdnicos impares, esto es, solamente miltiplos impares de k,



*Pr. 2-33. Computar la serie de Fourier de la funcién:
1{¢7]

fo= i L !

—8x b -] —y o r 2r i ir ¥

fly) =

¥ ol ( cosy , cos3y , cosby )
— — — + + + PR
3 32 z
Resp. L b

*Pr. 2-34. Calcula la serie de Fourier de la funcién periddica:

ftw)
/AK
—-w/2

4
i) = _(mlszy+ co§23u+ )
Resp. %

*Pr. 2-35. Deducir la serie de Fourier de la funcidon dibujada:
f(z)

—2r - 0 L4 2r

iz} = =

# 2cosz 2 cosdz
Resp. $ »

v

8 +- 3unz-—%(sen2z)+%{3-en3z) -



TEMA 3) Fuentes de luz

Pr. 3-1. A partir del teorema de Poynting, demuestra que la irradiancia de una onda e.m. armodnica plana
[

, ¥y determina el flujo temporal promedio de energia trasportado por una onda

estd dada por dep,
plana de amplitud 15 V/m.

Pr. 3-2. Una fuente emite 100 W de luz verde (A = 500 nm). ¢ Cudntos fotones por segundo estan saliendo de
la fuente?

La potencia multiplicada por el intervalo del tiempo dado es la energia emitida, esto es, (100W)(l 5) =
100 J. Llamando N el flujo fotdnico, se tiene

_ 100 _ 1006 _ _ 100(500X 10-9%)  _ -
Resp. N, Sl ke WERICMERION L R X 10

Pr. 3-3. El haz de un ldser de 1 mW tiene un didmetro de 2 mm. Cuanto es la densidad de energia en el haz?
Resp. u = energia/volumen = 1.06 x 10° J/m?

Pr. 3-4. Calcula la irradiancia a 2 m de una bombilla de 100 W.

Resp. Irradiancia = P/A = 100/41(2)* W/m? = 2 W/m?

Pr. 3-5. Calcula la amplitud del campo éptico a una distancia de 2 metros de una fuente puntual
monocromatica de 60 W.

5i A es el drea de la eafera de radio r que rodea la fuente y ademas [ es la irradiancia a tal distancia,
entonces la potencia irradiada por la fuente estd dada por JA = [Ndxr?), que equivale a (S)(4xr?).

Entonces
_ _ dart e
o's (SR =
By 1/2 -7 M 1/2
Luego E, = f""”—\} & [ﬁﬂ[drxlﬂzi{ﬁxlﬂ_} 3V
Resp. S a8k (2)

Pr. 3-6. Una fuente puntual irradia igualmente en todas las direcciones. Si la amplitud del campo eléctrico a
10 m de la fuente vale 10 V/m, determina la potencia radiada por la fuente.

Resp. 167.6 W

Pr. 3-7. Una bombilla de 20 W emite radiacién visible pero sobretodo calor en forma de radiacién infrarroja.
Asumiendo que toda la potencia utilizada por la bombilla se convierte en radiacidn, calcula la irradiancia a la
distancia de un metro de la bombilla encendida.

Pr. 3-8. Una calle se ilumina con dos faroles altos 10 metros y separados de 13 metros. Si radian igualmente
en todas direcciones en un hemisferio (hacia abajo), compara la irradiancia a nivel de la acera justo por
debajo de cada farol, y en el punto intermedio entre ellos.

Pr. 3-9. Una antorcha eléctrica, que funciona con una pila de 3 V que proporciona una corriente de 0.25 A,
tiene un haz de 10 cm” de seccidn. Tan sélo el 1% de la potencia utilizada se convierte en luz. Asumiendo una
longitud de onda de 550 nm, calcula (a) el nimero de fotones emitidos por segundo y (b) la irradiancia



Resp. (a) La potencia eléctrica convertida en luz es P,= 0,01V / = 7.5 x 10 W. El flujo de fotones es pues:

Py/he =75 X 107% A Jhe = 2.08 X 10 photons/s
(b) 1=75x 107 W/(10 x 10™* m?) = 7.5 W/m?

Pr. 3-10. (a) Un laser emite un haz de luz altamente colimado de 2 mm de didmetro y 100 mW de potencia.
Despreciando la divergencia del haz, calcula su irradiancia. (b) Calcula la irradiancia y el campo eléctrico
medio en el foco de un haz laser de 1 W focalizado a un didmetro de 10 micras.

Resp. (a) La seccidn trasversal del haz es - (107%)* m?, asi /| = 31.8 x 10° W m™
(b) 1=1.27x10"°Wm™; E,=3.1x10°V m™

Pr. 3-11. Para que un laser He-Ne de 10 mW tenga la misma irradiancia que la de la luz solar en la superficie
de la Tierra (alrededor de 1000 Wm™), éde qué didametro tiene que ser el haz del laser?

k]

Resp. Iy = (In/2)cos?wt sin? wt = (I /8)(1 — cos?2uwt) = (Ip/16)(1 — cos 4wt)
Pr. 3-12. Comparacion de intensidades:

(a) La intensidad de la luz solar en la superficie terrestre es 1300 W/m? . Calcula el valor cuadratico medio de
la intensidad del campo E (en V/m) y del campo B (en T) para una onda plana con la misma intensidad.
Depende este resultado de la longitud de onda?

(b) Calcula el valor cuadratico medio de E para la luz de una bombilla de 100 W, a una distancia de un metro,
y para un puntador laser He-Ne pequeio, de 0.1 mW de potencia y didmetro del haz igual a 4 mm. Si la
longitud de onda del laser es 633 nm, cuantos fotones emite el puntador cada segundo?

Pr. 3-13. ¢ Cudl es la longitud de onda correspondiente a una frecuencia de 100 Hz? Qué frecuencia
proporcionara ondas de 1 m de longitud de onda? Como la longitud de una antena debe ser
aproximadamente comparable a la longitud de onda de las ondas que se quieren emitir, (cuanto mide la
antena de una emisora radio?

Resp. A=3x10°m; v=3x 10° Hz = 300 MHz

Pr. 3-14. Una antena de dipolo eléctrico esta en el origen, orientada como el eje z. La intensidad radiada por
la antena en un punto P depende del angulo 8 que forma el vector que une el origen con P, respecto del
plano ecuatorial xy . En concreto, la intensidad es proporcional a sin?8 : es maxima para 6 = 0° y minima
para @ =90°. El dngulo de mitad intensidad es el angulo « tal que la radiaciéon emitida para valores de @ en

o by ¢4
i 9(
2 =

4+
2 2 esmitad de la intensidad radiada total. Recordando que la antena emite en

IA

A

el intervalo
todas direcciones (x, y, z) o mejor en toda direccion (¢@,8), écuanto vale a?

2 4
d Pay A Pow .
e ) e sin” 6.

Nota: la potencia emitida en el dngulo sélido dQ es (en funcién de Oy @) : 9 32m2eqc?

Pr. 3-15. ¢ Qué fraccion de la potencia total emitida por un dipolo eléctrico es radiada entre +45° del plano
ecuatorial?

Resp. 88.4%



Pr. 3-16. Calcula la potencia total irradiada por un dipolo de 3 m de longitud a una frecuencia de 500 kHz si la
corriente rms en el dipolo es de 2 A (rms = valor efectivo).

Pr. 3-17. Una estacion de radio FM emite una potencia de 10 kW a 10 MHz, mediante una antena de media
onda. ¢Cuanto es larga la antena, y cuanto vale la corriente maxima?

*Pr. 3-18. Imagina que una densidad de corriente superficial uniforme K(#) = K (t)f se establece de

repente al tiempo t = 0 en una placa metalica delgada que ocupa el plano xy . El potencial vector es en tal
_ Mo

1
Ax, 1) = Ef K, t —r/c)dS

caso: r , siendo r = |fc - fc'| la distancia entre el punto x donde se calcula Ay

un punto x’ de la fuente (plano xy ). Integrando por anillos como indicado en figura, determina los campos E
y B de radiacién.

wave propagation

E E
. A 4 = P4(0,0,z)

ol |

wave propagation

Resp.
HO 2 1 ‘gt
A, t) = —i | —Ko(t —r/c)2nr'dr’, (15.25)
4 ¥

where 2 = r”2 4 z°.

Now change the variable of integration from r’ to r, using ’dr’ = rdr. The
lower limit of 7 is z for z > 0, or —z for z < 0; therefore we write |z|. The upper
limit of r is ¢t because Ko(t — r/c) is O fort — r/c < 0. Thus

. [t
Ax, 1) = %—”.f Ko(t — r/c)dr. (15.26)
|

The effect of a change of the current propagates at the speed of light. Fort < |z|/c
there is no field at P. At = |z|/c the field due to the nearest source, at the origin,
arrives at P. For t > |z|/c all sources with r < ct contribute to the field at P.

To facilitate the calculation of E and B we make another change of variables,

toé=t—r/c,
.. pr-lalfe
A(x, 1) = %’ilf Ko(£)dE. (15.27)
0
The fields at P are
Y \ ;
Ex, 1) = — = = P ko 7 2/0)i (15.28)
at 2
9A .
B(x,7) =V x A :j‘fdzi — :F% Ko(t F 2/¢)] (15.29)

El signo + vale para z> 0y el — para z < 0. Estos campos son los de una onda plana.



Pr. 3.19. Para un cuerpo negro a la temperatura T (en K), la energia media del fotén es 2.7 kgT . Con esta
informacioén, calcula el nimero de fotones emitidos en un segundo por una bombilla de 100 W si su
filamento de tungsteno estd a una temperatura de 2800 K.

Resp. Numero de fotones por segundo = 100W/(2.70 x 1.381 x 10 *%J/K x 2500K} 9.58 X 10%° s™*
Pr. 3-20. El pico del espectro solar esta alrededor de los 500 nm. Asumiendo que radia como un cuerpo
negro, determina la temperatura en la superficie del sol.

Pr. 3-21. ¢{En qué longitud de onda se encuentra el maximo de radiacidn por unidad de longitud de onda de
un cuerpo negro a 1000 K ? y 10000 K? y 50000 K?

Pr. 3-22. La potencia irradiada por el sol en todo el rango espectral se llama “luminosidad” del sol, y vale
tipicamente de 3.9 x 10°® W. Determina el valor medio del campo eléctrico de la radiacién que llega a la
Tierra, a una distancia de 1.5 x 10" m

Pr. 3-23. ¢{En qué longitud de onda hay el maximo de radiacién térmica de un objeto a la temperatura media
de la superficie de la Tierra (15 °C)? ¢y de una persona (37 °C)? ¢A qué region del espectro electromagnético
pertenece esta radiacién térmica, y cudl es la resolucion minima de un sensor en grado de detectarla?

Pr. 3-24. Cudl es la temperatura de un filamento o metal incandescente que tenga un color rojo oscuro (750
nm)? Y rojo vivo (650 nm)? Y naranja (590 nm)? Y amarillo (570 nm)? ¢Por qué no se ven nunca objetos
incandescentes de color verde? (A qué temperatura se ven blancos (como la luz del sol)?

Nota: el color azul que se ve en una llama (por ejemplo de una vela) no es debido a radiacidn de cuerpo
negro, sino a la ionizacion de las moléculas de gas de la llama (es un fendmeno de luminiscencia).

1
exp(hv/k,T)-1

numero de fotones presentes en un modo de radiacién a la longitud de onda de 600 nm (correspondiente al

Pr. 3-25. Utilizando la distribucién de Bose-Einstein, dada por: n;mm = , determina el

color naranja) en un plasma en equilibrio termodinamico con su radiacién, si la temperatura del plasma es
de 100K, 1000 K, 6000 K, o 15000 K. Para cada caso calcula también la energia electromagnética presente en
el modo.

Pr. 3-26. La radiacion solar en la superficie de la Tierra tiene una irradiancia promedia de 1353 W m™ . Para
una longitud de onda tipica de 550 nm, calcula el nimero de fotones solares que llegan a una superficie de 1
cm? cada segundo. Considerando que la distancia Tierra-sol es de 1.5 x 10™ m, écuanto tardan en llegar?

Resp. Mas o menos 8 minutos. Esto significa que cuando mirais una puesta de sol y el disco solar acaba de
cruzar el horizonte, en realidad ya no esta alli sino que ya se halla por debajo del horizonte en ese momento.

*Pr. 3-27. Compara la irradiancia en la superficie terrestre debida a la luna en una noche de luna llena, con la
irradiancia del sol a medio dia, considerando que la cara iluminada de la luna refleja el 12% del flujo de
energia solar que recibe.

Resp.



Let § be the irradiance of full sunlight at the Moon (assumed the same as at the Earth). With
radius Ry, the Moon presents a projected area of ©R3; to the Sun, thereby receiving a flux of S7R3;.
The full Moon will reflect a fraction ay; = 0.12 of this, where ay; is the average reflectance or
albedo of the Moon’s surface. Sunlight falling on each spot of a perfectly diffusive surface is
scattered isotropically into the hemisphere (2x radians) over the ground. If the earth is at distance d
from the Moon, it subtends a solid angle of AQg = nRE/d” and will capture a fraction AQg /27 of
the scattered sunlight. The flux of moonlight falling on the Earth is therefore
Ady = ay SRy (RE/2d%). But the flux of sunlight falling on the Earth, A®g = SnRE, and with
the Moon’s apparent diameter as seen from the Earth of about 1/110 radian, we find

Py

ADy/ABE = (am/2)(Rm/d)” = (0.12/2)(1/220)> = 1.2 x 107°, (A2.6)

Since the Earth presents equal projected areas to the Sun and Moon, this is also the predicted ratio
of irradiances. (The observed ratio is about 2 x 107°. The Moon evidently back-scatters almost
twice the light it would if it had a Lambertian surface.)

*Pr. 3-28

(a) Small gas lasers typically have power outputs P of 1 mW.
Neodymium-glass lasers, such as those under development for the production
of laser-induced fusion, boast of power outputs near 10'* W! Using these two
extremes and an average energy of 107'° J per visible photon (E = hv), deter-
mine the approximate range of photon output from lasers.

(b) For comparison, consider a broadband thermal source with a radiat-
ing surface equal to that of the beam waist of a 1-mW He-Ne laser with diame-
ter of 0.5 mm (or areaof A = 2 X 1077 m?). Let the surface emit radiation at
a wavelength of 633 nm with a linewidth of AA = 100 nm and temperature
T = 1000 K. Determine the photon output rate of this thermal source.

Para (b), utilizar la ecuacidn del flujo de fotones por segundo emitidos por un cuerpo negro en una banda

1 1
, thermal photons/s = — ————— AA Av
espectral estrecha desde un drea AA: AT e 1
P 1073 Jss
™ = m = 10" photons/s
. —= —-}?lﬂ— = 10* photons/s
Resp. (a) El flujo de fotones es P/hv : kv 107" J/photon

The frequency v = ¢/A = 4.74 X 10" Hz. The frequency bandwidth Av =
(c/A®) AA = 7.5 x 10" Hz. The argument of the exponent is
hy _ (6.63 X 107> J-5)(4.74 X 10"s7") 2277
kT (1.38 X 1072 J/K)(1000 K) :

Substituting all values into Eq. (21-11), the thermal photon output per sec-
ond is

1 1
2 X 1077 m?)(7.5 x 10%s7") = 5 X 10°
((633 X 107) mz)(7.76 x 109)( ™ s
We find a rate of only about 10° photons/s! This value is seven orders of mag-
nitude smaller than the photon output rate of a low-power 1-mW He-Ne laser
(b) and 24 orders of magnitude smaller than a powerful neodymium-glass laser.



TEMA 4) Los fendmenos opticos (propagacion en medios materiales: esparcimiento, velocidad de grupo,
reflexion y refraccion)

Pr. 4-1.La tabla siguiente muestra el indice de refraccién ( n) para la luz amarilla del sodio (cuya longitud de
onda en el espacio vacio es 589.29 nm ) en varios medios semitransparentes.

Medio n (589 nm)
Aire (en condiciones normales: 1 bary 0°C) | 1.0003
Hielo 1.309
Agua pura (20 °C) 1.333
Etanol (alcohol etilico) 1.36
Aceite de oliva 1.467
Glicerina 1.473
Cloruro de sodio 1.516
Cuarzo 1.544
Vidrio corriente 1.5-1.9
Diamante 2.417
Didxido de titanio 2.496
Silicio 3.96

(a) Explica por qué hay que especificar la longitud de onda cuando damos el valor del indice de refraccién
(b) Calcula la velocidad de propagacién de la luz amarilla del sodio y su longitud de onda en cada medio

Pr. 4-2. Determinar el indice de refraccidn del medio en que se propaga la onda (en unidades Sl):
E(x,1) = E, sin 27 | ——— |-3x10"1
6x10

¢A qué longitud de onda se ha este indice de refraccién?

Pr. 4-3. Utilizando la tabla de arriba, calcula el tiempo que tarda la luz amarilla a 589 nm a atravesar una
oblea de silicio de 2.5 mm de espesor, y la diferencia con el tiempo que tarda la misma luz a propagarse 2.5
mm en el vacio. Calcula cuantas longitudes de onda caben en la distancia de 2.5 mm en los dos casos.

Pr. 4-4. Calcula la frecuencia de plasma para la plata, cuya densidad es de 10.49 x 10° kg m, sabiendo que
cada atomo de plata (de masa atémica 107.87) proporciona un electrén de conduccién. éEn qué regién del
espectro electromagnético esta la frecuencia de plasma para la plata? El fendmeno de la reflexion es debido
a la oscilacién de los electrones en el campo dptico de la luz. éSabes decir por qué la plata se utiliza para los
espejos? (o sea, épor qué refleja muy bien la luz visible?)

Repite ahora el mismo célculo para el sodio metalico (masa atémica 23, densidad 968 kg m™). éEn qué
region del espectro electromagnético esta la frecuencia de plasma del sodio? Comprueba que tu resultado
estd en acuerdo con los experimentos de transmisién, segln los que el sodio es transparente para longitudes
de onda mas pequefias que 210 nm.

Pr. 4-5. La intensidad de la luz roja (660 nm en el vacio) se reduce a un cuarto de su intensidad inicial
después de propagarse 3.42 metros en agua de mar. ¢Cuanto valen el coeficiente de extincidn y la parte



imaginaria del indice de refraccidn para el agua de mar a esta longitud de onda? ¢ A qué profundidad la
intensidad serd igual al 1% de la intensidad inicial?

Pr. 4-6. Una fuente puntual emite una onda esférica monocromatica de frecuencia @ en un medio
absorbente homogéneo. Indicando con n” la parte imaginaria del indice de refraccion del medio a tal
frecuencia, demuestra que:

a) si la irradiancia a una distancia ry de la fuente vale I, a una distanciar vale: I = I, ro2 exp(—our — ro))/r2
b) si la potencia de la fuente es P, la irradiancia est4 dada por I = P exp(—ocr)/4fl:r2
En ambas expresiones 0 = 2mn”/c

Pr. 4-7. Una onda esférica se propaga en un medio absorbente homogéneo con ot = 0.0231 m™ . A una
distancia de 10 m de la fuente la irradiancia es 100 mW/m>.

a) Calcula la irradiancia a 20 m y a 100 m de la fuente

b) Determina la potencia radiada por la fuente

c) Calcula la irradiancia a 20 y 100 metros de la misma fuente en el espacio vacio
Resp. a) 19.84 mW/m?y 0.125 mW/m?; b) 158 W ; ¢) 31.5 mW/m?*y 1.26 mW/m?

Pr. 4-8. Los plasmas que se producen en laboratorio tienen densidades tipicas de 10" + 10%* electrones/m?®.
¢Cudl es el correspondiente rango de frecuencias de plasmas? ¢Cudl es el correspondiente rango de
longitud de penetracién para ondas e.m. de muy baja frecuencia (muy por debajo de la frecuencia de
plasma)?

Pr. 4-9. Calcula la velocidad de grupo de las siguientes ondas, dada la variacion de la velocidad de fase (v) de
cada una de ellas en funcion de la longitud de onda:

1 12
(a) ondas en la superficie del agua debidas a la gravedad: ¥ = d/."

. n =] 2
(b) ondas en la superficie de un liquido debidas a la tensién superficial: ¥ — @

;. . - N =]
(c) ondas mecanicas transversales en una varita: ¥ = d/

)

. 24 K22 ¥
(d) ondas radio en un plasma (gas ionizado): ¥ = (e”+b7h7)
Resp. Las velocidades de grupo son: (a) v/2, (b) 3v/2, (c) 2v, (d) /v

Pr. 4-10. El indice de refraccion en un gas ionizado (plasma) es dado por n*=1- wﬁ/a)z , siendo @), la

frecuencia de plasma, que depende de la densidad del gas. Demuestra que el producto de la velocidad de
fase por la velocidad de grupo vale ¢’ .



Substitute n el ckjfw in n»* 1 — g fr” o
2l [v]

L — “p-

[aking the differential of both sides, noting that d{w;) = 0, yiclds the
desired result

I ) ] [}
(w/k)(dw/dE) = vy =&

Resp.
Pr. 4-11. El indice de refraccién de cierto vidrio esta dado por la expresion: n(A) = 1.5255 + (4825 nm?)/A?
Calcula la velocidad de fase y de grupo para un pulso con componentes en frecuencias cercanas a 500 nm.
Resp. vi=1.942 x 108 m/s ; Vg = 1.893 X 108 m/s

Pr. 4-12. Encuentra la velocidad de grupo en un medio dispersivo en el que la velocidad de fase es dada por
v = A+ BA, donde Ay B son constantes.

Resp. vy = A = const

Pr. 4-13. Haz una grafica de las velocidades de fase y de grupo en funcién de la frecuencia, para ondas en un
plasma muy diluido.

3 T T . dk
p(x, 1) = f et kx=at) gy —
Pr. 4-14. Un pulso Gaussiano puede escribirse como integral de Fourier: —00 2”,

. —(k—k 2.2
con J k) = foe (rolsg . El espectro en frecuencia tiene un pico en k = ko, de ancho del orden de 1/a .

(a) calcula la expresion explicita de ¢ (x, t) en el espacio vacio, donde w= ck . NOTA: La funcién Gaussiana es
la Unica que tiene la propiedad que su transformada de Fourier también es Gaussiana.

(b) Calcula ¢ (x, t) en un material en que la relacién de dispersion w= @ (k) esté dada aproximadamente por:
k) = alky) + (k — ko) (ko) , siendo alk,) v @/'(ky) dos constantes. Muestra en tal caso que la velocidad de
fase es vs = alko)/ko , y que la velocidad de grupo vale v, = & (ko) .

Sugerencia: en ambos casos hay que completar un cuadrado en la exponencial, y luego hacer un cambio de
e 2\ Ay — /2

variable para poder utilizar el hecho que Jo exp(—=x?)dx = /2

Pr. 4-15. Calcula el valor del cociente P (violeta)/P (rojo), donde P (w) es la potencia disipada por difusidn

Rayleigh (esparcimiento debido a un electrén ligado), asumiendo que en ambos casos la frecuencia esta muy

por debajo de la resonancia de absorcion (w << w)

Pr. 4-16. Explica por qué: (a) todo metal pulido refleja muy bien en el visible (como p.ej. un espejo de plata);
(b) una luz blanca que atraviese una pelicula delgada de oro tiene un color azuleado/verde a la salida

NOTA: el oro y el cobre tienen un color rojizo debido a la presencia de bandas de absorcidon que se solapan
con la banda electrénica de conduccidn

Pr. 4-17. Una onda luminica se propaga en un vidrio de indice de refraccion 1,5. Si la amplitud del campo E es
100 V/m, calcular la amplitud de campo B vy la del vector de Poynting.

Resp.By=5x10"T;S=19.88 W/m?



Pr. 4-18. Un haz laser de 20 gigavatios y un diametro de 2 milimetros se propaga en el espacio vacio. Calcular
los valores maximos de los campos E y B en el haz. Supdngase que el mismo haz se propaga con la misma
potencia dentro de un vidrio de indice de refraccién igual a 1.6. ¢ Cudnto valen las amplitudes de Ey B en el
vidrio?

Resp. Eg=2.2 X 10° V/m y Bo=7,3 Webers/m? ; en el vidrio, con la misma irradiancia, el campo eléctrico es

mads pequefio de un factor €, = 1.6% = 1.26, y el campo magnético es en consecuencia mas grande del mismo
factor. NOTA: esto no significa que esto es lo que ocurre cuando el haz en cuestion pasa del aire al vidrio: en
tal caso hay que considerar que hay también una onda reflejada y hacer el célculo utilizando la reflectividad.

w . O Ve . .
Pr. 4-19. A partir de la ecuacién k =— _[e+i—— =k'+ik", calcula la longitud de atenuacién de una onda
c E,0

radar de 2450 MHz en un tejido bioldgico como la piel, para la que =47y 6 =2.21 Q ' m™ (este valor alto
de € es debido a la alta concentracidn de agua, que tiene una constante dieléctrica relativa alrededor de 80).

Pr. 4-20. Determina la longitud de atenuacién en el cobre (6 = 5.76 X 10’ Q ™' m™) para ondas e.m. de (a) 60
Hz; (b)3m

Pr. 4-21. Compara la longitud de atenuacidn de ondas radio a 60 kHz en el agua de mar (cuya conductividad
es4.3Q 7 m™) yen el aluminio (conductividad 3.54 x 10' Q " m™

Pr. 4-22. Una guia de onda es una estructura metadlica hueca de seccidon rectangular, en cuyo interior se
propagan ondas electromagnéticas, que quedan confinadas por la reflexion del campo eléctrico en las
paredes metadlicas. Calcula la longitud de penetracion de microondas de 10 cm de longitud de onda en una
guia de onda que esté hecha de plata maciza (conductividad 3 x 10’ Q ™ m™). Explica por qué una guia de
onda mas barata de latén chapada en plata funcionara igual.

*Pr. 4-23. El indice de refraccion complejo de un gas puede escribirse i =n+ik, donde:
n(w) =1—A(w?* - trJS};{f{trJ}, K(w) = Aws [f(o), con
= Ao < oy flw) = (0 — r.uﬁ :]1 + (& :]:., A = Neé* [2eqm.

Asumiendo un gas a baja densidad (A <<, & ) :

(a) Show that to first order in the small quantity £/cy, the frequencies where n(w) has its local minimum and
maximum are wi = "’12} + wy<. Find the extremal values n(w).

(b) Working to second order in &/wg. show that () has its maximum at the frequency
w, = (0f — -;"2/4]1-"2 22 (g. Find the peak value x(w, ).

(c) Show that the extrema of n(ew) satisfy x(w.) = x(w,)/2. What does this give for the width (FWHM) of the
“extinction index™ (w)?



(a) Solve dn/dw = 0 to fine w+. Substitution yields n(w+) &~ 1FA/2wok.
(b) Solve dx/dw = 0 to find a quadratic equation for w?; only the positive
root is acceptable, and defines w,,. Substitution gives r(w,) = A/wpé.
(¢) rlwe) = A/2wo€ = r(wk)/2. The width of the absorption curve is
thus FWHM = wy —w_ = (w2 + wol)? — (w2 — woé)"? ~ ¢, which
Resp. agrees with Awy /o,
Pr. 4-24. Un haz de luz colimada (o sea formada por rayos paralelos), que se propaga en aire, forma un
angulo de 302 con la normal a una lamina de vidrio. Si el indice de refraccion del vidrio es n = 3/2, determinar
la direccién del haz trasmitido dentro de la ldamina.
La ley de Snell, msens, = m, oent,

nos da la relacién entre los dngulos incidente y trasmitido. Aqui n, = 1 para el aire, §, = 30° y n, = 3/2

luego 3
(1) sen 30° = fgsen #,

Resp. Ya que sen30® = 1/2, sens, = 0,333 y asi #, = 19.5%. Este es el dngulo que forma con la normal com
Pr. 4-25. Un rayo que se propaga en un vidrio de indice de refraccién 1.5 incide sobre una superficie del

mismo en contacto con agua (n = 1,33). Si el angulo de incidencia es de 452, ¢cuanto es el angulo de
refraccidon dentro del agua?

m; sEnd; = N eend;

El medio de incidencin es vidrio, n, = 1,53 ¥y n, = 1,33, Esto conduce a

1,5 send5® = 1,3%sen s,
“,5:;{3::27} = @en #;
0,794 = sen s,

Resp. En consecuencia, #, = 526°.

Pr. 4-26. (a) Muestra que un rayo que incide con un angulo 6; sobre una ldmina plana de vidrio sale de ella
con el mismo angulo. (b) Encuentra la expresion del desplazamiento lateral del rayo en funcién del espesor d
de la l[dmina.

(a) Se debe demostrar que #, = ¢ en la figura 3-2. En consecuencia la ley de Snell da
n,sen #; = ", eend,
donde #, = (#{. Ademds, en la segunda superficie

n,send; = 1y sen &,

La comparacién de estas dos expresiones conduce a
Ny 8ENE; = M BN @] = m, send;

v asf #, — #,. Los rayos incidente y emergente son paralajos.

{b) En la figurs 3.2, ZCAD = #,— #, y por consiguiente en el tridngulo CAD
g = n‘ﬁ“ﬂ{‘i_‘ﬂ
Pero AT = d/lcosd,), de lo enal se deduce que

d sen{#, — l;!.

Resp. “us B




Pr. 4-27.

Imaginense dos medios (de indices n, y nz) separados por una superficie plana. Un
objeto en el medio més denso (n:) est4 a una distancia y por debajo de la superficie
de separacién. Un observador situado sobre el limite de separacién verd este objeto
como si estuviera a una distancia y' debajo de ella. Hallar la expresién de y' en fun-
cién de y y los indices de refraccién, suponiendo que la linea de visién estd muy cer-
ca de la normal a la superficie de separacion.

[ e

La geometria se ilustra en la figura 3-3. Se sabe que : 5

fig BB H;, = M, sENS,

A\ B
y a partir de la figura ok U‘J—ls/’/ '
AB = ytams, = y' tang, \']

iy

Al dividir estas ecuaciones se llega a H

—a

-

My O3 & = ny cos &
¥ K v ;
ReSp. En este caso donde 8, ¥ por cunE.lg'Ll.i.enf.E también 4,, son 'DBqU:Em. Fig. 3-3

cosf;~ cosé; = 1 :,ryr = y—

La expresién es mucho més complicada cuando §, no es muy pequeia.

Pr. 4-28. Utilizando los datos del problema 4-19, si una onda radar de frecuencia 2450 MHz incide sobre una
persona (un tejido bioldgico de “espesor” igual a 15 cm) desde el aire, équé porcentaje de la potencia
incidente es absorbida?

Resp. T=43%

Pr. 4-29. ¢ Cuanto valen la reflectividad y la trasmitividad para ondas AM de 1MHz de frecuencia que inciden
normalmente a la superficie de un lago? (la constante dieléctrica relativa del agua es 81 para bajas
frecuencias)

Pr. 4-30. Un cristal de GaAs utilizado en un laser tiene indice de refraccion igual a 3.6 . El haz laser sale en
direccion ortogonal a una de las caras del cristal. ¢ Qué fraccion de la potencia del laser se refleja al pasar el
haz del cristal al aire? ¢ Cual es la trasmitividad para la luz que incide ortogonalmente a la cara del cristal
desde fuera?

Resp. R=32%;T=68%

Pr. 4-31. Las superficies planas de dos vidrios, de indice de refraccién 1.3y 1.5, se unen poniendo en el
medio una lamina gruesa de un material transparente de indice 1.4. Demuestra que la cantidad de luz
reflejada en incidencia normal es reducida de la mitad respecto a la unidn directa de los dos vidrios.

Resp. La reflectividad de la unién directa es R = [(1.5 = 1.3)/(1.5 + 1.3)]*= 5.1 x 10> . Por otro lado con el
material transparente, la primera separacion da una reflectividad R, = [(1.5-1.4)/(1.5+1.4)]*=1.2 x 1073,y
la segunda R, = [(1.4—1.3)/(1.4 + 1.3)]°= 1.4 x 10 . La reflectividad total es en tal caso R; + R, = 2.6 x 10>



Pr. 4-32. Un tanque de agua se cubre con una capa de 1 cm de aceite de linaza (n = 1.48), encima de la cual
hay aire. ¢Qué angulo debe hacer con la vertical un haz de luz originado en el agua, si no debe escaparse
nada de luz en aire?

En In figura 3-14 se muestra la geometria apro-
piada. La reflexién total interna puede ocurrir so-
lamente en la superficie de separacién aceite-aire
puesto que n, < =n, Alli

6, = sen—1(1/148) = 42,5°

La ley de Snell aplicada a la superficie de separa-
cién agua-aceite es

1,33 send, = 1,48send, = 1

y 8 = 48,8° En otras palabras, para éngulos de

incidencia iguales o mayores que 48,8° el haz se

reflejard otra vez dentro del agua. Nétese que este

mismo dngulo se hubiera obtenido atn sin la capa
Resp. de aceite.

Pr. 4-33. Un haz de luz es reflejado por reflexion total interna dentro de un prisma, como indicado en figura.

b

Si el prisma esta en aire, écual es su indice de refraccién minimo?

Resp. 1.414

Pr. 4-34. ;{Cudl es el indice de refraccion de un bloque de vidrio de seccidn rectangular, si para un angulo de
incidencia desde el aire de 452 (ver la figura) se ha reflexién total interna en la cara inferior del mismo? (Esta
es la configuracion de varios refractometros, instrumentos para medir el indice de refraccidon de un medio)

Resp. 1.63 e

Pr. 4-35. El arseniuro de galio (GaAs), que tiene un indice de refraccidén de 3.6, es un semiconductor muy
utilizado en dispositivos optoelectrénicos como el LED. Para una plancha delgada de 0.3 mm de espesor,



demuestra que una fuente puntual de luz dentro del GaAs en la cara inferior, la luz que sale de la cara
superior sale de un area de forma circular de la misma, de radio R. ¢ Cuanto vale R?

Radiation approaching the top face at angle r to the normal will be re- -

fracted imto an angle i outside the GaAs, where sin ¢ = n sin r. This can

happen for all angles of rsmaller than the eritical angle when ¢ = 907, or-

Terit = ain_llill.’:l.ﬁ] = 16.1°. For angles grester than 1617 the rays will
Resp. R = 0.087 mm. he totally internally reflected. B = 03 tanr.g, = 0.087 mm.

Pr. 4-36.

La figura 3-23 representa una fibra de vidrio delgeds (n,) rodesada por una caps de recubrimiento de
menor densidad (). Hay un dngule de incidencia mAzimeo # = #,,, tal que cualguier rayo que inci-
de sobre la cara & un dngulo #; > 4, legard a la pared interior @ un dngulo menor que #, ¥ no serd
refllejado totalmente internamentie. Demostrar que

et = L ety

La luz que cae dentro del cilindro serd reflejada en forma miltiple en toda su longitud. Esta es la base
para lo que ha venido a llamarse la dptica de las fibras




