TEMA 1) Introduccion: ¢ Qué es la luz?
Pr. 1-1. Determinar el campo B y hacer el esquema de una onda electromagnética armonica plana cuyo
campo E vale ) [w(t > E) r ‘:I. ¢En qué direccion se propaga la onda?

Puesto que E, = E, = 0, la primera de las ecuaciones de Maxwell conduce a

9E, 9B,

dy=iin wlias

aB,
o . - -:-Ee,cos[:u( -§)+‘:|

Integrando ambos términos con respecto a t se lllega a

B.(y,t) = %Eu. sen [u(t = %) + e:! = ‘:: v, t)

Resp.

Pr. 1-2. {Cudl es el indice de refraccidn de un vidrio, si su constante dieléctrica relativa vale 2.31? Cuanto

vale la velocidad de propagacion de la luz en el vidrio?
Resp.n=1.52

Pr.1-3

Una onda de luz anaranjada de frecuencia 500 THz existe en una region del espacio. (a) ;jCudnto varia
la fase en 1 x 10-* segundos? (B} ;Qué longitud tendria el tren de ondas correspondientes a tal interva-
lo? (A causa de la excesivamente alta frecuencia de la luz no existen medios para medir los valores instan.
tdneos ni de la magnitud ni de la fase de una onda de luz).

Resp. (a) 6 x 10* ciclos o » x 10* rad, (k) 0,3 m
Pr.1-4

Una luz de longitud de onda en el espacio libre y3 = 500 nm pasa del vacio al diaman-
te (ny = 2,4). En circunstancias normales la frecuencia de la luz no se altera al atra-
vesar diferentes sustancias. En tal supuesto, calcular la velocidad de la onda y la lon-
gitud de onda en el diamante.

Puesto que n = ¢/v, v = ¢/n= 3 x 10%/24 = 1,25 x 10* m/s. En cuanto a la longitud de onda,

Mo M

e B

s A
n = - =
v

Resp. ¥& ue »o = ». Luego, A = 500/2,4 = 208 nm.

Pr.1-5

El indice de refraccién de una determinada luz de longitud de onda en el vacio Ay = 589 nm es de 2,417
pare el diamante (C) y 1,923 para el zirconio (Zr0;.5i0;). Calcular la relacién de sus longitudes de onda
en el diamantie ¥ en el zirconio.

Resp. 0,79

Pr.1-6



Una onda infrarroja arménica plana que se desplaza en un medio trasparente esté
dada por

E:y,t) = Eo Sﬂl&r(r}fip — 38X lﬁl‘t)

en unidades SI como de costumbre. Determinar el indice de refraccién del medio a
esa frecuencia y la longitud de onda de la perturbacién en el vacio.

Se sabe que la fase es de la forma k(y — wvt); en consecuencia lo anterior se replantea asi

e 2r

¢ = W[U—ISXLU’!}

Como es claro, A = 5 X 10-" m y v = [,5 X 10* m/s. Entonces n = ¢/0 = 2¥ Ao = nk = 1000 nm.

Pr. 1-7. La longitud de onda de la luz visible varia desde el violeta en los 390 nm al rojo en los 790 nm.
Calcula el correspondiente intervalo de variacién de la frecuencia.

Fuesto que v = »),

A= 108 mfs % x 10* m/a
— = ! = & = g1
Pule 360 % 100 m 7.7 % 101 571 y Tl = T80 % 10-9 m 38 101 =

Las unidades son inversos de segundo o ciclos por segundo. Actualmente se usa la unidad herts,
abreviads Hz, en lugar de eps. El intervalo de variacidn de frecuencia estd entonces entre los 330 THz v
los T TH=z (1 terahertz = 1012 Hz = 1"THz).

Pr. 1-8. ¢ Cuantas ondas de luz amarilla (A = 580 nm) caben en una distancia igual al grosor de una hoja de

papel (0.1 mm)? ¢ Cudnto espacio ocupa un treno de microondas (v = 10GHz) que contiene el mismo nimero

de ondas?
Pr.1-9

Supéngase que una onda de luz se propaga desde un punto A a un punto B, y que se
interpone en su trayectoria una ldmina de vidrio de espesor £ = 1 mm (n, = 1,5). ;En
cudnto se altera la fase de la onda en B si Ag = 500 nm?

El indice de refraccidn del aire (1,000293 a 0°C vy 1 atmdsfera) se supone igual a uno. El nimero de
ondas en el nire sobre la distancis AB es simplemente AB/;. El desplazamiento de fase asociado es
25 (AB/As). Con el vidrio insertado hay (AB - £)/ny; ondaz en el aire v {/x ondas en el vidrio. La dife-
rencia de fase es entonces

2(AB—0O) , 2t 2xAB _ e

Ag —ln + X _)‘o = Eri(?— n)
Pero 1A = nAg v asi

Ap = E{ﬂ_”
Ao
En este caso particular
—3
ap = %(1.5-1] = 2r10° rad

Pr.1-10

La longitud de onda en el vacio de un haz luminocso ez de 6800 nm. ; Cudl es el nimero de propagacién
en un medio de indice de refraccion 1,57

Resp. 1,57 x 107 rad/m

Pr. 1-11. La luz de una lampara de sodio (A = 589 nm) pasa a través de un tanque de 20 m de largo. La luz
tarda en un tiempo t; en atravesar el tanque cuando esta lleno de glicerina (n = 1,47), y un tiempo t, si esta
lleno de bisolfuro de carbono (n = 1.63). Calcula la diferencia entre los dos tiempos.



Puesto que v = ¢/,

001,47
e e SR (1)

T ¢ ¢

En consecuencia,
20
s — & = il = . - —8
Resp. 2 — o (L83 — 147) = 1,07 x 10-% 5

Pr.1-12

Se desea comparar los tiempos de recorrido de dos haces luminosos; el uno en un tanque de tetracloruro
de carbono (n = 1,46) y el otro en aire (n = 1,00. Si las longitudes de las trayectorias se hacen iguales,
iCual debe ser la longitud del tangue =i se necesita gue la diferencin de los tiempos de trdnsitc sea de
una millonésima de segundo?

Resp. 650 m

Pr. 1-13. La energia que fluye a través de una seccion ortogonal a una onda e.m. por unidad de superficie y
de tiempo es dada por el valor medio temporal del vector de Poynting S, y se indica con la letra /.
Demuestra que en unidades SI, S se expresa en W/m?”. Demuestra que para una onda armdnica en el espacio

I = (ceu/2E? "
libre es : (ceo/2) ¥ que se puede también escribir como: = (1,38 x10"1% W!?’}Eﬁ

El campo B tiene la forma B = By cos (kx — wt) y en consecuencia
No= czl'oE B = czln Eo X Bo Cosz {kx _— mt}
Luego (S) = 2% |EqX Byl (cos? (kx — wt))

Calculando el promedio sobre un intervalo de tiempo T, se encuentra:
t+T

(cos? (kxz — wt)) %j— cos? (kx — wi') dt’
t

sotamall ez — e L
Al 27 (sen[2kz — 2u(t + T)| — sen 2(ka — ot)}
Cuando T r, wT > 1l y (cos® (kx — ot)) = 1/2. En consecuencia, puesto que Eo = ¢B,,
Cég _a
] e ?Eo
0 si se prefiere,
Resp. I = oe(E)

Pr. 1-14. Calcula la densidad de flujo para una onda electromagnética (e.m.) plana cuyo campo E (también

E, = 1003&11[5: . lﬂ"(t = L)]

llamado campo éptico) sélo tiene componente z dada por: 3x10°

(3 = 10°)(8,85 x 10~ 1%){100
[ = @XIONEEXI0TIMA0R |y,
Resp.
Pr. 1-15. El umbral de sensibilidad del ojo humano es aproximadamente de 100 fotones por segundo a la
longitud de onda de 550 nm (a la que el ojo es mas sensible). Calcula el umbral de sensibilidad en potencia.

Pr. 1-16. ¢ Cudl es la energia del fotdn (en J) que corresponde a una onda de 60 Hz emitida por una linea
eléctrica? ¢ COmo se compara con la energia de un fotén de luz visible?



Valiéndose de la uprnmc':»ri € = hr, s& tiene
£ = (66 ¥ 10-H}YRD) = 396 = 10-11 ]
como la emergia de un fotén de 680 Hz. La luz se extiende desde los 38 » 1004 Hz hasta loa 7,7 x L1044 Hs,

desde los 25,1  10-7" J hasta loa 50,8 x 10-7° J. De aqui que ¢l fotén de 60 Hz es alrededor de
Resp. 100 menos energético que ¢ de la Juz.

Pr. 1-17. La irradiancia, en la superficie de la Tierra, debida sélo a la luz difusa por la atmdsfera en un dia
soleado es tipicamente del orden de 80 W m™. ¢Cudnto es el campo eléctrico asociado? Considerando que
esta luz de color ligeramente azulado tiene una longitud de onda media de 500 nm, encuentra cuantos
fotones por segundo llegan a tu ojo, si tu pupila tiene un diametro de 3 mm.

The aversge photon carrnes an energy hc/A 12 ':]c"'.'.ur;.r:n = 1602 =
101 3 /e — 307 . 1017 ],

.
Mo, Photons /soc {B0Wm j..-"ﬂ.!]u' w 113 (1.5 w0 103 m)” 1.4 =

Resp. '.':]I i JEEE.

Pr. 1-18. Un haz colimado de densidad 10 W/cm? incide normalmente sobre una superficie perfectamente
absorbente de drea 1 cm® Si esto ocurre durante 1000 s, écuanta energia se imparte a la superficie?

Resp. 10*)

Pr. 1-19. Una onda monocromatica de longitud de onda de 500 nm se propaga en el vacio en la direccién
positiva del eje y. Si el campo B se confina en el plano xy y la densidad de flujo radiante es 1.197 W m™2,
determinar el campo E .

E = K 30 sen 4r10° (y = 3 X 10%). La onda viaja en la direccién de ?. E estd en la direccién
de k y B estd en la direccion de i.

Resp.
Pr. 1-20. a) La radiacion que proviene de las nubes interestelares de hidrégeno tienen una longitud de onda
de 21 cm. ¢Qué clase de ondas son? Determina su frecuencia y la energia del fotdn. b) ¢ Existen ondas
electromagnéticas que tengan longitud de onda de 20 millones de km? Calcula su periodo y la energia de
cada foton.

Resp. a) Microondas = = L4 x 109 Hz, & = 8,24 = 10-% J. p) ondas de radiofrecuencia, con

r= 1008, 41 X101 &V

Pr. 1-21. Un detector radar muy sensible detecta una sefial electromagnética de frecuencia 100 MHz y 6.63 X
107'° W de potencia. Calcula: (a) la longitud de onda y la energia de cada fotdn, y el nimero de fotones que
llegan al detector por segundo; (b) el nimero de fotones por segundo que llegarian al detector si la misma
potencia llegara como luz visible (A = 555 nm) o como rayos X (A = 0.1 nm)

Pr. 1-22. Determinar velocidad de propagacion, frecuencia, longitud de onda, periodo, fase inicial, amplitud
del campo 6ptico y polarizacién de una onda electromagnética plana (en unidades SI) cuyo campo E esta
dado por: E: = 10%sen »(3 % 10° — 9 x 10™¢) E, =0 E. =0

Hallar también la expresién del campo magnético asociado.



E; = 10%sen 3 X 10%(z — 3 X 10°¢)]

en donde se vequek = 3 % 1%« m-! y v = 3 x 10* m/s. Puestoquek = 2«/A = 3 X 108, A = 666 nm.-
Ademiis,

LA, 3x 108 L
rp = 1* = W = 45x 1014 Hz

El periodor e+ = 1.4 = 2,2 x 10-1% s, mientras que la fase inicial es evidentemente cero, La amplitud del
campo es simplemente E,, = 10* ¥/m. La onda es polarizada linealmente en la direccién x v se propa-
Resp. Eaa lo I.Il‘gb del Gjl z. Esta onda cbrrg;pq;rnde aluz mj..

La onda se propags en la direccién z mientras que el campo E oscila en la direecién x. En otras pela-
bras, el campo E yace en el plano zz. En consecuencia, puesto que B es normal tanto a E como & la direc-
cidn de agacion, esle debe estar localizade en el plane yr. De esta menera, By, = 0,8, =0y B
B,(z, t)). Como e vio en el problema 2.3, E = ¢B, aplicando lo cual se llega a

Byls,t) = 0,33 X 10 %aen (3 % 10%2 — 0 > 10144)

Agui Bg, = Eq, /¢ = 102/13 % 10*), cuya unidad es el teslg (T}, siendo 1 T = 1kgs-! C-!

Pr. 1-23. Una onda e.m. de 10 MHz de frecuencia y con polarizacién paralela al eje y , se propaga en el
sentido positivo del eje x . Si la amplitud de E es E; = 0.08 V/m, calcula el periodo y la longitud de onda y

escribe la expresion para E(t), B(t) y <S>.

Pr. 1-24. ; Cudles de estas expresiones corresponden a ondas propagantes? ¢Con qué velocidad?

(-’:l) lll(\’ t)=-e (v b7 =2abiy)

7 b) ¥(z, 1) = A sin (az* — bt*
(ay Y(z, t) = (az — bt)” (b iz 1) i )

_ ooy
(b) (x, t) = (ax + bt + ¢y’ (¢) (x, 1) = A sin 277(‘ + 7)

a )

(1) ©) P(x, t) =1 (ax® + b) (2) (d) h(x, 1) = A cos” 27r(t — x)

Pr. 1-25. Determina la velocidad de propagacién de cada una de las ondas:

¥l t) Aly—)2
vglx, t) = A(Bzx+ Ct+ D)?
valz, t) = A exp (B2 + BCt:— 2BC:zt)

Il

Aqui A, B, C y D son constantes. (A veces se utilizard la notacién exp u para indicar e*).
Resp. vy =1 en la direccién positiva del eje ¥, v; = C/B en la direccion negativa del eje x, v; = C
en la direccién positiva del eje z.

A()*u(/)\ +ct)

Haz lo mismo con la onda Gaussiana ¥(-x. 1) = -y haz una gréfica de ¢ al tiempo t = 0.

*Pr. 1-26. La Ley de Malus afirma que la intensidad de un rayo de luz polarizado linealmente después de
atravesar un polarizador perfecto vale /=1, cos’ 6, donde I indica la intensidad de la luz antes de pasar por
el polarizador y 0 indica el angulo entre el eje de trasmision del polarizador y el eje de polarizacion de la luz

incidente.

Dos polarizadores, el primero con el eje de transmisién a 0° y el otro a 90° , interceptan un haz de luz no
polarizada de intensidad /;, de modo que después del primero la intensidad es % I, y después del segundo
no hay intensidad. Si se pone otro polarizador entre los dos, de manera que su eje de polarizacion esté a 45°,
écudnto es la intensidad del haz después de pasar por los tres polarizadores?



TEMA 2) La matematica de las ondas: ondas y notacion compleja
Pr. 2-1. Demostrar que la parte real del nUmero complejo z esta dada por Re{z} = %(z + z*)

Puesto que z = x + iy. se puede escribir
Resp. e+2) = Y+ +(z—d)] = =
Pr. 2-2

Deducir las expresiones

[ o e & — g=

CosBgp = 3 Ny = —5r—

a partir de la férmula de Euler
2% = coag + iseng
En la fdrmula de Euler
¢ = cosg + iseng

rempldcese ¢ por —¢, para obtemer
e~ = cosg — iseny

puseto que &o8 (—§) = cof e, 2en(—9) = —song. Al sumar estes doe formas se [lagm 2
¢ + =% = Z2comp

mientras que al restarlas resulta

Resp. o — e = Disemy

Nota: El primer resultado es equivalente a Re{z} = ¥%4(z + z*), el segundo a Im {z} = (z — z*)/2i

Pr. 2-3

Determinar la parte real de s = (1 —4d/2i y ¢ = Zebute—tkr,
Resp. —2, 2 cos (ut — kx)

Determinar la parte imaginaria de
A gl gluk 4 ol
g = [pelergiutgie o — ( ),ls. § = rec———

Resp. B sen (kx + wt + &), %senimt—-kx—!-z}. [}

Encontrar las magnitudes de las cantidades compleias
vlx, t) = elkzg—iwmigic  gly §) = Qeoikvgint | Jeikvg—iut
Reap. 1, 2[6 + 4 cos 2ut]1/2

Pr. 2-4. Demostrar que en notacién compleja una onda se puede escribir como ¢ = A ", y que es invariable
cuando su fase se aumente o se disminuye en una cantidad 2m .

Cuardo la fose cambia ea 4 3 la funcién de orda tome el walor

*' - Jﬁ’:“’ - .ﬂ.”-.thk — *aim

Perm por la frmuls de Euler
e=twi = eoa(E2r) + teen(tdy = 1+ = 1

Resp. En consecuencin, ¢ = §.

Pr. 2-5. Demuestra que multiplicar una onda compleja por +i es equivalente a variar su fase en + 1;/2



Sig = Ae' entonces 4 iy = +ide’®. Pero por la férmula de Euler
ettt = ppn(Ze/8) + 1sen(Ze/2) = =i

¥ ani
Hde® = Aezividgiy = Jallp=wil)

Demuestra que multiplicar una onda compleja por —1 es equivalente a variar su fase en 180°.
Pr. 2-6. Calcular el valor de la suma cos$ + cos(& + a) utilizando el calculo complejo.

Resp. Con la notacidon compleja, esta cantidad es la parte real de ¢ = exp(i§) + exp[i(F+a)]

) = exp(il) + expli(0 + o)] = exp(i0)[1 + exp(ix)]
— exp(il)) exp(ioe/2) [ exp(—ix/2) +explin/2)| = expli(0 4 2/2)]2 cos(2/2).

Por tanto cos? + cos(9 + a) = Re{y} = 2cos(a/2)cos(a/2 + §)

Pr. 2-7. (a) Calcula la onda resultante de la superposicidn de las ondas E; =2 cos Wty E, =7 cos( %4 T— mt) ;
(b) haz lo mismo con dos ondas de la forma A cos(a — wt), de amplitud 3 y 4 y fases de /6 y /2,

respectivamente, ambas de periodo igual a 1s.
Resp. (a) Ex = 8.53 cos(0.2n— wt) ; (b) Eg = 6.08 cos(0.36m — 27t/s)
Pr. 2-8

Es muy usual, en muchas de las ramas de la fisica y ciertamente en dptica, caleular el cuadrado de al-

gunas clases de funciones armdnicas, como por ejemplo la energia cinética si v es sinusoidal. Cuando se

hace esto en la representacion compleja, se debe tener mucho cuidado para evitar un error muy comin.

Para examinar este punto en detalle, determinar ¢2(x,t), donde ¢(x,¢) = A cos (kx — w«t), utilizando la

representacién compleja. ;En donde estd la dificultad?

Resp. 3 = A?cos? (kx — wt). Si ¢ se escribe en la forma Ae' == gp debe evaluar [Re(y)]?,
que no es igual a Relyd*) sino més bien a [§ 4+ ¢+)/2]2,

Pr.2-9

Dada una onda electromagnética plana en el vacio cuyo campo B se denota por
B, = 0 B, = 86,7 10% sen 4r10%z — 3 x 10%) E, =0

X
Hallar una expresién pars el campo E. ; Cudles son la longitud de onda, velocidad y direccién del movimien-
to de la perturbacion?
Resp. E, = 200sendx10%(z — 3 % 105¢), E, = E, =0; Ap=500nm; v =3 10* m/s en la direc-
cidn positiva de z.

Pr. 2-10

Una onda electromagnética arménica plana de frecuencia 600 x 10'2 Hz (luz verde),
que se propaga en la direccién del eje x en el vacio, tiene una amplitud de campo eléc-
trico de 42,42 V/m. La onda es linealmente polarizada en tal forma que el plano de
vibracién del campo eléctrico estd a 45° del plano xz. Hallar las expresiones de E

y B,



La amplitud del campo E, E,, es igual a {E;fﬂ - E:,}-”z, donde, a causa de la polarizacién a 45°,

Eoy = Eo,. Asi Eq = 42,42 = VIE,, vy Eo, = Eg, = 30 V/m. Eseribiendo la fase en la forma wif — z/v),
el ecampo eléctrico vieme a ger

— R - T
E. =0 B' = E;, = 30 sm[ZnﬂGﬂ X 10'2<t—w>i|
donde por supuesto, w = Zrv. Ya que E = cB,
Bz = D B: = —B, = 10-T sen [Erﬁﬂ[} > 1015(t - I")]
Resp. ’ Ix10®

Notg: Dbetrvese que B, ¢s perpendicular a E,, como — B, lo es a E,.
¢Coémo se escriben estos campos en notacién compleja?

Pr. 2-11. Una onda electromagnética plana con A = 500 nm se propaga en el vacié a lo largo del eje y . Si la
irradiancia es 52,3 W m~y el campo E esta linealmente polarizado en el plano yz, hallar B en notacién real y
compleja.

Se puede determinar E, a partir de la irradiancia:
I = cEy/2

53,2 = (3 10%)(8,85 x 10~ 13)E/2
E, = 200 V/m

Entonces, a partir de By, = Egfe = 66,7 X 108 T, se deduce que

2

- ] e e
B, 66,7 x 10~ % gen 500 % 10-9

-3 X1 o =
Resp. 4] x 108t) By B, =0

Pr. 2-12. Determina el campo magnético y el vector de Poynting de una onda electromagnética cuyo campo

Sptico es dado por: E(F,1) = E, (lg - f)expi(ky —ax)
Pr. 2-13. Para una onda plana cuyo campo dptico es:

E = (=20 + 23] exp [i(v3x + v + 6 x 10%)].

Dhirectian
y P

Find; 1) the direction of polarization, 2) the direction of propagation, 3) the phase ‘ - of polarizstion
velocity, 4) the amplitude, 5) the frequency, and 6) the wavelength. e | - E

w
Solution |

~ ~ I v -
D-i+v3) E; ??&“;&dm
2) k = /30 + j. This wave is propagating in the —k direction (210°)
Nkl=k=v34+1=2 30°
u=%=3x103m/5 0 | -

NNE| =22 4+22 x3=4v/m
5)f=£=2x10Hz
()H:%:er. -k

Pr. 2-14. El campo dptico de cierta onda electromagnética es dado por la expresién:

E = (_‘_ _ i + I})ejQJI[IO(.r+v+z)—3xngr]
‘) ‘) s . .z .7 .
- - Hallar la direccién de polarizacién y de propagacion, la amplitud, la
longitud de onda, la velocidad de fase y el campo magnético asociado B(t).

Pr. 2-15. Escribe las expresiones real y compleja de una onda armoénica de amplitud A y frecuencia ® que se
propaga en direccion paralela al vector (4, 2, 1). (Sugerencia: determina k y multiplicalo escalarmente porr).



Resp. El vector k se puede construir a partir del vector unitario de la direccidon adecuada, multiplicandolo por
el médulo de k. El vector unitario es

[(4—0)i+@2-0f+(1-0kH/V&2+22+ 12
=@i+2f +k/Val
and K = k(@i + 2 +k)/V21.
F=axi+yj + K
hence y (x, y, z, 1) = A sin [(4k/V21)x
+ @k /N2y + (k/V21)z - o).

Pr. 2-16. Escribe la expresidn real y compleja de los campos E y B de una onda que se propaga en el sentido
del eje z con polarizacién lineal a 45° respecto del plano yz .

= Eo ~ & = Eo ~ o .
E = 7-(! + J)sin (kz — wt), B = —=(j — i)sin (kz — wr).
Resp. 2 V2

Pr. 2-17. Una onda plana armodnica linealmente polarizada, con el vector E en el plano xy y de amplitud 10
V/m, se propaga paralela a la bisectriz del plano xy. Escribe la expresién de la onda y calcula el flujo de
energia.

317 Eo = (—Eo/V2)i + (Eo/VD)j; kK =@a/M)(/V2 +
i V/2), hence E = (1/V2)(—10i + 10j) cos [(V2m/A)(x + y) —
Resp. @flandI= sceEs = 0.13 W/m?.

Pr. 2-18. Calcula el espectro de frecuencias de un pulso g(t) rectangular, definido por:
gty =h for (—%b <t< —-—%b)

g(r) = 0 elsewhere.

thj2
G(v) :[ h exp(—2mivr)dr

b2
h b b
=_— {exp (—ET!i\' —) —exp (—Em\‘ —)}
2miv 2 2
sinys .
=hb—— = hb sincyy, where 1y = mvb.
Resp. v

Pr. 2-19. Calcula el espectro en frecuencia de un treno de onda armdnico finito de durada T, y pulsacién @y,

i Dy D
f(z)={"’ gl 2

0, elsewhere

definido por:

Resp. La transformada de Fourier de f(t) vale

[ AN I R T :
() = _f fle)e™ di = __J’ oot gy _ [8—] B Ig_{sm [(70/2) (0 — wo)]}
. 2 ' i . —70/2 ‘ 2miw — wo) —ro/2 2m | [(70/2)(w — wo)]



Ty sin(u) T,

Definiendo ¥ = (70/2)(w — wo), tenemos pues: B o u 75“0(")
—— gl
£lo) — gl P

e-iwot

VARV,

— 2
Pr. 2-20. Determinar la transformada de Fourier de 22(2) = P(z) cos? kpx , donde P(x) es el pulso
cuadrado unitario que varia de x =—-L a x = +L, y dibujar el espectro en frecuencia (sugerencia: utilizar el

1 1
cos?k,x = 5 + scos2k

hecho que 2 - y escribirlo en forma compleja)

Resp. FIE®)} = LsenckL + %senc (k+ 2k,)L + %senc (k — 2k, L

Pr. 2-21. Computar y trazar la transformada de Fourier de la funcién mostrada en figura:
f) A

+Ey
=d e
0 +d z
_En
0 +d o +d
‘ ’ E E ;
— - ik, . ikr = == ikr _E ikx 2iE
Resp_ Fif(z)} .[ - En& T de + .[; Eol’r dz = [ Eek ]hd + [:ik eik ]n = = [I(1 R e
L Fife) = 2Bt 2 g
Esto se puede escribir como: /2 El gréafico de tal funcidn es:

kd/2

Pr. 2-22. Calcular la transformada de Fourier de la funcién E(t) = U(t)e” o , donde a una constante positiva

y U(t) es la funcién escalonada unitaria, que es igual a cero parat<0eigualaunoparat>0:



éSabes dibujar el espectro en frecuencia?

@ @ q B 1 . L - 3 1
Resp. FlE(z)} = J; e-argihrdy = j; e (0= 1) do = [—a e “‘):L i

Para trazar este espectro complejo se puede escribirlo en términos de su magnitud y su fase, o sea :

F{E@)} = F(k) = |F(k) e'?® , ¥ luego trazar cada una de ellas por separado. Con este fin se
multiplica arriba y abajo por (a —ik)* , lo que da :

a + ik £y a o

F(k) @ik _ B+ ‘a+ia

S

2 k 2
For = (Ftm) + (+4m)

k a s 1 itan=1(k/a)
wne) = () Martm) Foen = =i
Entonces: ot @t + M a® + y Va? + k2

|F (k)|

/2

Las graficas de magnitud y fase son:
Pr. 2-23. Calcula la transformada de Fourier del pulso:

f(=)

e—alxl

OI e

esp. Felfl®)} = Py

Pr. 2-24. Calcula el espectro en frecuencia de una onda armdnica modulada por una funcién g(t), o sea una

onda de la forma; &()cos(2mvir)



Resp. Llamando G(v) la transformada de Fourier de g(t), se ha:

+0oo
F(v) :/ g(t)cos(2mv t)exp(—2mivt)dr

o0

= / h g(r)%{exp[—Zni(r — vi)t] + exp|—2mi(v + vy )t] }dr

1 1
=5G(v =) +§G(r +v)

i

Pr. 2-25. i Cémo tienen que ser las polarizaciones de dos ondas electromagnéticas monocromaticas, para
gue éstas se sumen de modo que la irradiancia total sea igual a la suma de sus irradiancias por separado?

Resp. Pueden ser por ejemplo polarizaciones lineales ortogonales (por ejemplo una polarizada horizontal y la
otra verticalmente), o también polarizaciones circulares con giro opuesto.

Pr. 2-26. Dos ondas de la misma amplitud, velocidad y frecuencia se superponen en una region del espacio
de manera que la perturbacién resultante es

¥(wt) = A cos(ky+ul) + Acos{ky—wit)

Utilizando exponenciales complejas demostrar gue

plv, b)) = —24senky sen ol

esto se conoce como una onda estacionaria.

Se puede replantear la funcién de onds =i se tiene en cuents que solamente interesa la parte recl,
en la siguiente forma

lw, ) Al[gltlw + ot} othe—ue i)

A iku[ygivt 4= givy —irl]

Resp. Ahora, por la formula de Euler, ¢™ = cosix 4 i sen v = — 1; por tanto

i t) = Aerelet —g=le] — 40w 2§ sen wt

y asi
vlw,t) = A(2i cos ky senwt — 2 senky sen wt)

La parte real de esta funcidon de onda es ¢(y, 1) = — 24 senky sen wi.

Pr. 2-27. Una onda estacionaria es producida por la superposicién de una onda e.m., de amplitud Ay
numero de ondas igual a 4, con su reflexidn. Encuentra la expresidn de la onda resultante.

Pr. 2-28. Dado el siguiente campo electromagnético:
E(x, y,t) = Eycos(wx/L) cos(wy/L) sin wt k

B(x,y,t) = By [— cos(mx/L) sin(:fry/L)i + sin(mrx /L) COS(?T}-‘/L)j} cos wt

(a) Muestra que es solucién de las ecuaciones de Maxwell en el vacio si es @ = 2" mie/L y Bg = Eo/2"c

(b) Haz un dibujo de la onda en la region 0 <x < L, 0 <y < L. ¢Qué tipo de onda es? Determina el nimero de

onda y la longitud de onda.



*Problemas con series (reales) de Fourier.

Nota: Dada una funcion periddica f(t) de periodo T, ésta se puede expresar como:

JO= ;ao + i(an cos(nayt)+b, sin(na)ot)) con @, = 2'17‘? y:
2 T/2 "~ dt b 2 T/2 ) dt
%=1 II/ _zf(t)cos(na)ot) Cb=p 1J':f _zf(t)sm(nmot)

*Pr. 2-29. Deducir la serie de Fourier que representa la funcion periddica dibujada a continuacion:
1) 4

| B S vl BTV T
- e

Resp. Dado que la funcién (restringida al intervalo de —=\/2 a +A/2) es f(x) = x, que es una funcién impar, los

»>

coeficientes A son nulos: A, = 0. Para los coeficientes B:

% 3 dgery _ 2[ senmkxz  x cos mkz | 2
B, = i.,[“z z sénmkx dx — N e = o = T mE oS ™
A flz) = —:—(sen ka —%aen2kz +.% sen 3kx — )
si pues:

*Pr. 2-30. Calcula la serie de Fourier de la funcién rectangular periddica E(y) de periodo 2b y que vale 1 en el
intervalo de —b/2 a +b/2, cero en los intervalos [-3b/2 ; —b/2] y [b/2 ; 3b/2] vy asi sucesivamente.

Resp. Por la paridad de la funcidn restringida al intervalo indicado, sélo los coeficientes A son distintos de

W e B w -
o - T
Am = K.j-_ Eﬂ cosmky dy‘ - —gen-z-—- = Ecsenc 7

cero: Al

E @
E@y) = -23 + 3 Egﬂﬂl!% cos mky
Entonces: m=1

*Pr. 2-31. Computar la representacion por serie de Fourier de la funcidn sinusoidal de rectificacion de media
onda de la figura siguiente (este tipo de perfil de oscilacidn se obtiene por ejemplo cuando se aplica una
corriente alternada armodnica a un diodo):

E[IJ*

Eol

T

= -2 0 A2 y s\/2



Esta vez la funcién, con el eje vertical en la posicion dada, no es ni par ni impar. Se tiene:

Y
Ao = KJ' E g sen kx cos mkx dx
[}

2Eo " cosk(l —m)z  cos k(1 + m)z]“z
A 2k(1 — m) 2k(1 + m)

excepto cuando m = 1, en cuyo caso la integral es cero (esto es, A, = 0). Continuando,

%{_m[r(l—m)] —1 cos|[x(l+m)] — 1}

U]

Ay =7 k(l—m)  2k(1+m)

que es cero para m impar y da por resultado

E, 1 1
R o 1-—m+rr;ﬂ

para m par. Andlogamente, o M2
B, = x f E sen kx sen mkx dx
0

que a causa de los limites es cero para todo valor de m # 1. Sin embargo cuando m = 1,
3 = EEoFuss e
! A L2 e 2

E,
¥

Luego

1

E, 2E, 1
Eix) = -'—+ senkz—-T—coa2k:t+-l—5cos4kz+

Resp. 8

*Pr. 2-32

Calcular la representacién en serie de Fou- fz) b
rier de la funcién periédica

33
41 cuando 0 < x < A/2, etc. .

flx) = {_1 cuando A2 < x < A, etc.

ay

como se muestra en la figura 8-2. =y =Y = b 1on

Evidentemente f(x) es impar y en consecuencia
todos los términos en coseno estdn ausentes; A, = 0.
Los coeficientes B,, se computan a partir de

=1

A
B. = %j; =) vom i 38 Fig. 8-2

lo cual después de una sustitucién del valor real de f(x) resulta

2 (M2 2
B, = —I (+1) sen mkx dx +—~f (=1) sen mkz dx
A Jo AJae

1 O nia & ) 2
e —colml + ;[ﬂmm]ui = m'—'(l — cos mx)
En otros términos, e 4 i R = 4 o o inder
~3] 2 s 3 3 4 ) .

y la serie buscada es

flz) = %(unkx + %sen:!kx + %unﬁkz 4 )

A propésito, si la funcién tiene el mismo aspecto por encima y debajo del eje, su representacién
por una serie contendrd solamente armdnicos impares, esto es, solamente miltiplos impares de k,



*Pr. 2-33. Computar la serie de Fourier de la funcién:
1{¢7]

fo= i L !

—8x b -] —y o r 2r i ir ¥

fly) =

¥ ol ( cosy , cos3y , cosby )
— — — + + + PR
3 32 z
Resp. L b

*Pr. 2-34. Calcula la serie de Fourier de la funcién periddica:

ftw)
/AK
—-w/2

4
i) = _(mlszy+ co§23u+ )
Resp. %

*Pr. 2-35. Deducir la serie de Fourier de la funcidon dibujada:
f(z)

—2r - 0 L4 2r

iz} = =

# 2cosz 2 cosdz
Resp. $ »

v

8 +- 3unz-—%(sen2z)+%{3-en3z) -



